
Funkce dvou proměnných 
 

Reá lnou funkcí  dvou reá lný ch prome nný ch definovánou ná množ ine  𝐷𝑓 ⊆ 𝑅2 

rožumí me tákový  pr edpis 𝑓(𝑥, 𝑦), který  káž de  uspor á dáne  dvojici reá lný ch c í sel 

[𝑥, 𝑦] ∈  𝐷𝑓pr ir ážuje prá ve  jedno reá lne  c í slo 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦), 𝑧 ∈ 𝑅. 

Stejne  jáko v pr í páde  funkcí  jedne  reá lne  prome nne  se omežovát použe ná 

funkce spojite . 

Gráf funkce již  nelže žákreslit v rovine  𝑅2, jáko tomu býlo u funkce jedne  reá lne  

prome nne , ále v prostoru 𝑅3. Definic ní m oborem je buď celá  roviná tvor ená  

osámi 𝑥, 𝑦 nebo její  podmnož iná. Funkc ní  hodnotý výtvá r ejí  plochu nád tí mto 

definic ní m oborem. 

 

Pr í klád: 

1. Gráfem konstántní  funkce 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑐, 𝑐 ∈ 𝑅 s definic ní m oborem 𝑅2 je 

rovina rovnobe ž ná  s rovinou, ktere  tvor í  osý 𝑥, 𝑦. Táto roviná protí ná  osu 

𝑧 v bode  [0,0, 𝑐]. 

2. Rovnice 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑟2, 𝑟 ≥ 0 urc uje kulovou plochu. Str ed plochý lež í  

v poc á tku soustávý sour ádnic, její  polome r je  𝑟. Abý se jednálo o funkci 

dvou prome nný ch 𝑥, 𝑦, musí  bý t pro káž dou uspor á dánou dvojici 

[𝑥, 𝑦] ∈  𝐷𝑓 pr ir áženo prá ve  jedno reá lne  c í slo 𝑧. Mohou nástát dve  

mož nosti: 

𝑧 = √𝑟2 − 𝑥2 − 𝑦2 nebo  

            𝑧 = −√𝑟2 − 𝑥2 − 𝑦2 

Gráfem je poloviná kulove  plochý á to buď plochá nád osámi 𝑥, 𝑦 nebo pod 

osámi 𝑥, 𝑦. 

 

 

Parciální derivace funkcí dvou proměnných 

Podobne  jáko deriváce býlá jední m že žá kládní ch prostr edku  pro výs etr ová ní  

funkcí  jedne  reá lne  prome nne , budou párciá lní  deriváce jední m že žá kládní ch 

prostr edku  pro výs etr ová ní  funkcí  ví ce prome nný ch.  

Pomocí  deriváce funkce jedne  reá lne  prome nne  mu ž eme urc it chová ní  funkce – 

ru st, pokles, extre mý. U plochý je to slož ite js í , ále i žde mu ž eme urc it loká lní  

extre m á výpoc í tát rovnici tec ne  roviný v libovolne m bode  gráfu funkce, tj. urc it 

tec nou rovinu v libovolne m bode  plochý. 



Párciá lní  deriváce poc í tá me ták, ž e ponechá me jednu hodnotu prome nne  𝑥 

nebo 𝑦 pevnou (pováž ujeme jí  žá konstántu) á derivujeme podle druhe  

prome nne . Pokud ponechá me konstántní  prome nnou 𝑦, derivujeme jen podle 

prome nne  𝑥. Znác í me 
𝜕𝑓(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥
. Pokud ponechá me konstántní  prome nnou 

𝑥, derivujeme jen podle prome nne  𝑦. Znác í me 
𝜕𝑓(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦
. 

 

Pr í klád: 

Výpoc te te obe  párciá lní  deriváce funkce v bode  [2,1]: 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 3𝑥2𝑦 + 2𝑥𝑦2 − 2𝑥𝑦 − 5𝑦 + 1       𝐷𝑓 = 𝑅2 

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
= 6𝑥𝑦 + 2𝑦2 − 2𝑦                   

𝜕𝑓(2,1)

𝜕𝑥
= 12 + 2 − 2 = 12 

            
𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
= 3𝑥2 + 4𝑥𝑦 − 2𝑥 − 5           

𝜕𝑓(2,1)

𝜕𝑦
 = 12 + 8 − 4 − 5 = 11      

 

 

Parciální derivace druhého řádu 

Párciá lní  deriváce funkce 𝑓(𝑥, 𝑦) podle 𝑥 nebo podle  𝑦 je ope t funkcí  𝑥 á 𝑦. 

Mu ž eme ji tedý ope t derivovát podle prome nne  𝑥 nebo podle prome nne  𝑦.  

Protož e káž dou ž funkcí  
𝜕𝑓(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥
,

𝜕𝑓(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦
 lže derivovát podle prome nne  𝑥 i 𝑦, 

dostáneme ták c týr i párciá lní  deriváce funkce 𝑓(𝑥, 𝑦) druhe ho r á du. Jejich 

ožnác ení  je ná sledují cí : 

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
=

𝜕𝑓 

𝜕𝑥
(

𝜕𝑓

𝜕𝑥
) ,

𝜕2𝑓

𝜕𝑦2
=

𝜕𝑓 

𝜕𝑦
(

𝜕𝑓

𝜕𝑦
),       

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
=

𝜕𝑓 

𝜕𝑦
(

𝜕𝑓

𝜕𝑥
),      

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
=

𝜕𝑓 

𝜕𝑥
(

𝜕𝑓

𝜕𝑦
). 

Deriváce 
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
, 

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
 nážý vá me smí s ený mi derivácemi druhe ho r á du funkce 

𝑓(𝑥, 𝑦). Vžhledem k tomu, ž e budeme prácovát se spojitý mi funkcemi, nebude 

žá lež et ná por ádí , ve ktere m pu vodní  funkci 𝑓(𝑥, 𝑦) podle prome nný ch 𝑥 á 𝑦 

derivujeme. Pro spojite  funkce totiž  plátí : 

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
=  

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
 

 

Análogický jáko žává dí me deriváce druhe ho r á du, žává dí me i výs s í  párciá lní  

deriváce. 

 

 



Příklad: 

Vypoč tě tě 
𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
,

𝜕2𝑓

𝜕𝑦2
,

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
,

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
 pro funkči: 

𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝑥

𝑦
− 𝑒𝑥𝑦 

 

Protož ě 𝑥 ∈ 𝑅, 𝑦 ∈ (−∞, 0) ∪ (0, ∞), jě děfinič ní  obor 

𝐷𝑓 = 𝑹  𝑥 𝑹 ∖ {𝟎} . Pro naš i pr ědštavu jě děfinič ní m oborěm rovina, 

tvor ěna  ošami 𝑥, 𝑦 ovš ěm běž ošy 𝑥. Na tomto děfinič ní m oboru jě funkčě 

špojita . 

 

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
=

1

𝑦
− 𝑦𝑒𝑥𝑦 ,   

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
= −

𝑥

𝑦2
− 𝑥𝑒𝑥𝑦 

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
(𝑥, 𝑦) = −𝑦2𝑒𝑥𝑦 ,    

𝜕2𝑓

𝜕𝑦2
(𝑥, 𝑦) = 2

𝑥

𝑦3
− 𝑥2𝑒𝑥𝑦 ,      

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
(𝑥, 𝑦) = −

1

𝑦2
− 𝑒𝑥𝑦 − 𝑥𝑦𝑒𝑥𝑦 

Pokud byčhom poč í tali 
𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦), doštaněmě štějny  vy šlěděk. 

 

 

 

Tečná rovina a její analogie k tečně ke grafu funkce v 𝑹𝟐 

 
Tečna ke křivce v 𝑹𝟐: 

Těč nu k funkči 𝑦 = 𝑓(𝑥) v 𝑹𝟐v bodě  𝑇 = [𝑎, 𝑓(𝑎)] ží ška mě pomočí  𝑓´(𝑥): 

𝒇´(𝒂) = 𝒕𝒈𝝋 =
𝒇(𝒙) − 𝒇(𝒂)

𝒙 − 𝒂
=

𝒚 − 𝒇(𝒂)

𝒙 − 𝒂
 

Analytické vyjádření této tečny lze napsat ve tvaru: 

  𝒚 − 𝒇(𝒂) = 𝒇´(𝒂). (𝒙 − 𝒂) 

Po úpravě lžě žíškat oběčnou rovniči přímky: 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0. 

 



Pokud chceme zjistit rovnici tečné roviny k funkci 𝒇(𝒙, 𝒚) 𝐯 𝑹𝟑  

v bode  𝑇 = [𝑎, 𝑏, 𝑓(𝑎, 𝑏)], spoc í tá me  
𝜕𝑓(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥
,

𝜕𝑓(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦
. 

 

Analytické vyjádření tečné roviny lze napsat ve tvaru: 

𝒛 − 𝒇(𝒂, 𝒃) =
𝝏𝒇(𝒂, 𝒃)

𝝏𝒙
(𝒙 − 𝒂) +

𝝏𝒇(𝒂, 𝒃)

𝝏𝒚
(𝒚 − 𝒃) 

 

 

 

Příklad: 

Nápište obecnou rovnici tečné roviny k ploše 𝑓(𝑥, 𝑦) v bodě 𝑇0 = [1,2]: 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥3𝑦 − 𝑥𝑦2 + 2𝑥𝑦 − 𝑥2 − 5𝑥 + 1 

 

Funkce je spojitá v 𝐷𝑓 = 𝑅2, funkční hodnotá 𝑓(1,2) = −3 

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
= 3𝑥2𝑦 − 𝑦2 + 2𝑦 − 2𝑥 − 5                

𝜕𝑓(1,2)

𝜕𝑥
= 6 − 4 + 4 − 2 − 5 = −1  

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
= 𝑥3 − 2𝑥𝑦 + 2𝑥                                      

𝜕𝑓(1,2)

𝜕𝑦
= 1 − 4 + 2 = −1         



Rovnice tečné roviny: 

𝑧 − 𝑓(𝑎, 𝑏) =
𝜕𝑓(𝑎, 𝑏)

𝜕𝑥
(𝑥 − 𝑎) +

𝜕𝑓(𝑎, 𝑏)

𝜕𝑦
(𝑦 − 𝑏) 

           𝑧 + 3 =
𝜕𝑓(1,2)

𝜕𝑥
(𝑥 − 1) +

𝜕𝑓(1,2)

𝜕𝑦
(𝑦 − 2) 

           𝑧 + 3 = −1(𝑥 − 1) − 1(𝑦 − 2) ⟹ 

𝒕:        𝒙 + 𝒚 + 𝒛 = 𝟎 

 

Gradient 

Velmi důležitá je veličina gradient. Je to vektor, který udává směr nejrychlejšího 

růstu funkce 𝑓(𝑥, 𝑦). Chápeme ho jako zobrazení, které každému bodu  

𝑋 ∈ 𝐷𝑓 ⊂ 𝑅2 přiřazuje vektor 𝒈𝒓𝒂𝒅 ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝒇(𝒙, 𝒚) 𝝐 𝑹𝟐. 

Pokud 𝑋0 ∈ 𝐷𝑓a obě parciální derivace existují, platí: 

𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   𝑓(𝑋0) = (
𝜕𝑓(𝑋0)

𝜕𝑥
,
𝜕𝑓(𝑋0)

𝜕𝑦
). 

 

Někdy se místo označení 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   𝑓, 𝑔𝑟𝑎𝑑 ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 𝑓(𝑋) používá △ 𝑓,△ 𝑓(𝑋).Je to operátor 

nabla a jeho výsledkem je vektorové pole vyjadřující směr a velikost největší 

změny. 

Z praxe např. známe gradient teploty. Je kolmý k izotermickým plochám a určuje 

změnu teploty na jednotku vzdálenosti ve směru, ve kterém dochází 

k největšímu prostorovému poklesu teploty. 

 

Gradient souvisí též s tečnou rovinou. Její normálový vektor je roven: 

𝑛⃗ = (
𝜕𝑓(𝐴)

𝜕𝑥
,
𝜕𝑓(𝐴)

𝜕𝑦
, −1) = (𝑎, 𝑏, 𝑐) pro tečnou rovinu tvaru: 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0  

v bodě 𝐴. 



Lokální extrémy 

Stejně jako v případě funkce jedné proměnné byla pro určení lokálních extrémů 

důležitá první i druhá derivace, analogický postup lze zvolit i v případě funkce 

dvou proměnných. 

 

Postup u funkce jedné proměnné 

1. Vypočítáme první derivaci funkce a zjistíme stacionární body (tj. body, ve 

kterých je první derivace rovna nule). 

2. Vypočítáme druhou derivaci funkce a dosadíme do ní stacionární body 𝑥0. 

Je-li 𝑓´´(𝑥0) < 0, je v bodě 𝑥0 lokální maximum, je-li 𝑓´´(𝑥0) > 0, je v bodě 

𝑥0 lokální minimum. 

 

Postup u funkce dvou proměnných je částečně analogický: 

1. Určíme parciální derivace 
𝜕𝑓(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥
,

𝜕𝑓(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦
 a vyřešíme, pro které body 

 𝐴 = [𝑥0, 𝑦0] jsou obě parciální derivace nulové. 

2. Vypočítáme parciální derivace druhého řádu a nabízelo by se, že podle 

znaménka obou derivací určíme extrém.  

 

U funkcí více proměnných však může dojít k situaci, že derivace budou mít 

různé znaménko.  

 

 

Např. funkce: 

𝑓(𝑥, 𝑦) = −𝑥2 + 𝑦2 v bodě [0,0] má 

 

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
= −2𝑥,   

𝜕2𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥2
= −2 < 0 

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
= 2𝑦,   

𝜕2𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦2
= 2 > 0 

Tento bod ([0,0])  nazýváme termínem sedlový bod a funkce v tomto bodě 

nemá lokální extrém.  

 



 

 

Abychom vylouc ili sedlovy  bod, sestaví me matici z parcia lní ch derivací  druhe ho 

r a du vc etne  smí s eny ch a vypoc í ta me determinant te to matice: 

𝑑𝑒𝑡

(

 
 

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥

𝜕2𝑓

𝜕𝑦2 )

 
 

 

 

Platí následující tvrzení: 

Nechť funkce 𝑓(𝑥, 𝑦) je spojita  v intervalu I, ma  zde spojite  parcia lní  derivace 

prve ho i druhe ho r a du a da le platí , z e v bode  [𝑥0, 𝑦0] je 
𝜕𝑓(𝑥0,𝑦0)

𝜕𝑥
= 0,

𝜕𝑓(𝑥0,𝑦0)

𝜕𝑦
= 0. Jestliz e  

𝑑𝑒𝑡 (

𝜕2𝑓(𝑥0,𝑦0)

𝜕𝑥2
𝜕2𝑓(𝑥0,𝑦0)

𝜕𝑥𝜕𝑦

𝜕2𝑓(𝑥0,𝑦0)

𝜕𝑦𝜕𝑥

𝜕2𝑓(𝑥0,𝑦0)

𝜕𝑦2

) > 0, ma  funkce ve staciona rní m bode  [𝑥0, 𝑦0] loka lní  

extre m. V pr í pade , z e 𝑑𝑒𝑡 (

𝜕2𝑓(𝑥0,𝑦0)

𝜕𝑥2
𝜕2𝑓(𝑥0,𝑦0)

𝜕𝑥𝜕𝑦

𝜕2𝑓(𝑥0,𝑦0)

𝜕𝑦𝜕𝑥

𝜕2𝑓(𝑥0,𝑦0)

𝜕𝑦2

) < 0, jedna  se o sedlovy  bod. 

Jsou-li obe  derivace 
𝜕2𝑓(𝑥0,𝑦0)

𝜕𝑥2
 a 
𝜕2𝑓(𝑥0,𝑦0)

𝜕𝑦2
 kladne , jedna  se o loka lní  minimum, 

jsou-li za porne , jedna  se o loka lní  maximum. 

 



Příklad: 

 

Určete lokální extrémy funkce 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2 − 3𝑥𝑦 

 

1. Určíme definiční obor:  𝐷𝑓 = 𝑅
2 

2. Vypočítáme parciální derivace prvního řádu a určíme stacionární body: 

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
= 2𝑥 − 3𝑦 = 0          ⇒         𝑥 =

3

2
𝑦 

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
= 2𝑦 − 3𝑥 = 0          ⇒         2𝑦 − 3. (

3

2
𝑦) = 0      ⇒    𝑦 = 0, 𝑥 = 0 

Stacionární bod je jediný: 𝐴 = [𝑥0, 𝑦0] = [0,0]. 

3. Vypočítáme parciální derivace druhého řádu, sestavíme z nich matici a 

vypočítáme determinant: 

𝜕2𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥2
= 2,    

𝜕2𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦2
= 2,    

𝜕2𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝜕𝑦
= −3 

𝑑𝑒𝑡

(

 
 

𝜕2𝑓(𝑥0, 𝑦0)

𝜕𝑥2
𝜕2𝑓(𝑥0, 𝑦0)

𝜕𝑥𝜕𝑦

𝜕2𝑓(𝑥0, 𝑦0)

𝜕𝑦𝜕𝑥

𝜕2𝑓(𝑥0, 𝑦0)

𝜕𝑦2 )

 
 
= 𝑑𝑒𝑡 (

2 −3
−3 2

) = 4 − 9 = −5 < 0 

Výsledek: Bod 𝐴 = [0,0] je sedlový bod. 

 

 

Pzn. Pokud je ve stacionárním bodě [𝑥0, 𝑦0] funkce 𝑓(𝑥, 𝑦) determinant roven 

nule, nedá se o charakteru funkce nic tvrdit. Je zapotřebí dalšího vyšetřování. 

Např. zkoumáme hodnoty funkce v jiných směrech. Těmito situacemi se ovšem 

nebudeme zabývat. 

 

 

 

 

 

 


