Integraly

Primitivni funkce

Necht jsou funkce F(x), f (x) definovany na otevieném intervalu .

JestliZe pro vSechna x € I plati F'(x) = f(x), potom funkci F (x) nazyvame
primitivni funkci k funkci f(x) na intervalu L.

Je-li funkce F(x) v intervalu I primitivni funkci k funkci f (x), pak kazda
primitivni funkce k funkci f (x) je ve tvaru F(x) + c. ¢ € R nazyvame integrac¢ni
konstanta.

Ke kazdé spojité funkci na intervalu I existuje v tomto intervalu primitivni
funkce.

Znacent:
Pro oznaceni primitivni funkce pouzivame zapis:

ff(x)dx =F(x)+c

Hledani primitivni funkce k funkci f (x) nazyvame integrovanim funkce f (x).

P¥iklady:

1. k funkci f(x) = cosx + 3, kde x € R,nalezneme primitivni funkci:
F(x) = sinx + 3x + ¢, protoze F'(x) = cosx + 3.
Piseme: [(cosx + 3)dx = sinx + 3x + ¢, kdex € R,c €R

2. k funkci f(x) = e* + x2, kde x € R, nalezneme primitivni funkci:
3

X
F(x)=ex+?+c

3
Piseme: [(e* + x?)dx = e* + x? + c,kdex € R,c € R.



Zakladni vzorce pro urceni primitivnich funkci:

dex=c,fdx=x+c

x€R,cCER

xn+1
f x'dx = +c
n+1

napr.x € R*,c € R,n € R\{-1}

1
f—dx = In|x| +c
x

x€ R\{0},ceR

fe"dx=e"+c xe€R,ceER
ax

faxdx= +c x€eR,c€ER
Ina

fcosxdx:sinx+c x€ERCcER

fsinxdxz—cosx+c X€ER,ceR

1
dx =tgx +
fcoszx *=18 e

xE'R\{(2k+1)g,k cz},ceRr

1
- dx =—cotgx+c
Jsmzx g

xe€ R\{km, ke Z},ceR

fﬁdx = arcsinx + ¢ xe(—1,1),ceR

f— : dx =arccosx + ¢ xe(—1,1),ceR
Vi-x?

f . dx = arctgx + ¢ x€R,cER
1+ x2

f =l dx = arcotgx + ¢ x€RcER
1+ x?




Vlastnosti integrali
[ f(x)dx nazyvime neurditym integralem.

Pravidla pro vypocet integralii:
Plati:

1. [k.f()dx=k.[f(x)dx, k €R
2. [(f(x) £ g(x))dx = [ f(x)dx £ [ g(x)dx

Mezi derivaci a neurcitym integralem plati jesté dva nasledujici vztahy:

1 (J f(0)dx) = f(x)
2. [f()dx=f(x)+c, c€R

Integracni metody

Metoda per partes

Jestlize funkce u(x), v(x) maji na intervalu I spojité derivace. Potom plati:

fu’(x).v(x)dx =u(x).v(x) — fu(x).v'(x)dx

Vzorec je odvozen z pravidla o derivovani soucinu:
[u(x).v(x)] = u'(x).v(x) + ulx).v'(x)
uw'(x).v(x) = [ulx).v(x)] — ulx).v'(x).

Integrovanim obou stran rovnosti ziskame vyse uvedeny vzorec.



Metoda per partes znamenad integrovat po Castech. Zkracené zapisujeme integral
ve tvaru:

ju'v=u.v—fu.v’.

Smysl pouZiti metody je v tom, abychom funkci u uméli vypocitat a aby [ u.v".
byl jednodussi nez [ u'v.

Priklady:

u=e* v=x
1. fx.exdx=| . |=x.ex—fexdx=x.ex—ex+c
u=e* v =1

XER,CER

u=1 v=lInx
, 1
u=x v ==

X

2. [Inxdx = [ 1lnxdx =

1
=x.lnx - [x.—dx =

x.Inx —x+c¢, x€(0,0),c€R

Metodu per partes aplikujeme nejenom v ptipadé [ Inxdx, ale i v pfipadech:
[arctgxdx, [ arccotgxdx, [ arcsinxdx, [ arccosxdx.

V nékterych pripadech je nutné metodu per partes nékolikrat opakovat, napfr.
pii vypoctu: [ x2. e*dx.

Substituc¢ni metoda

JestliZe funkce f(t)je spojita na intervalu (a, £) a funkce t = g(x) ma spojitou
prvni derivaci v intervalu (a, b) a tento interval zobrazuje do intervalu
(a,B),potom [ f(g(x)).g"(x)dx = [ f(t)dt = F(t) + ¢, kde za t na pravé
strané dosazujeme t = g(x).



Vzorec je odvozen z pravidla o derivovani sloZené funkce:
(F(g) =F(g()).g'x) = f(g(®)-g'(x)
Integrovanim obou stran ziskame vySe uvedeny vzorec.

. v/ a4 dt dt 4 o Vv 7 v
Derivace funkce t = g(x) se znaci téz —-arovnost—=g (x) mGzeme formalné

psatdt = g'(x)dx.

Priklady:

1. [(2x —5)7dx

(Vnitfni funkce je t = 2x — 5, vnéjsi funkce f(t) = t7)

Je-lit = 2x — 5, potom dt = 2dx :odx—%

Potom:
j(z 5)7d —jt7dt i —<2x_5)8+ ERCcER
X X > = 1e +c = 1 c, X ER,c
2. [sin2xdx
(Vnitini funkce je t = 2x, vnéjsi funkce f(t) = sint)
dt

Je-lit = 2x, potom dt = 2dx =>dx—?

Potom:

dt 1 1
jsiandxzjsint.7= —Ecost+c= —50052x+c, X€ER,cER

3. [ 8x%(x>+5)°dx
(Vnitini funkce je t = x3 + 5, vnéjsi funkce f(t) = t°)
Je-lit = x3 + 5, potom dt = 3.x%dx = x2dx —%

Potom:
dt 8
f8x2.(x3 + 5)%dx =j8. (x3 + 5)°.x%dx = J8t6'? =§.7+c —

8
=ﬁ_(x3+5)7+c, x ER,cER



Rozklad na parcialni zlomky a nasledna integrace

Tento rozklad provadime, kdyZ chceme pocitat neurcité integraly tvaru:
f P(x)

Qx)’
Je-li stupen polynomu P (x) mensi nez stupeii polynomu Q(x), nazyvame
P(x)
Q(x)
je-li stupen polynomu P (x) vétsi nebo roven stupni polynomu Q (x), mluvime o

, kde P(x), Q(x) jsou polynomy.

racionalni lomenou funkci —= ryze lomenou racionalni funkci,

neryze lomené racionalni funkci. Neryze lomenou racionalni funkce lze
délenim prevést na soucet polynomu a ryze lomené racionalni funkce. Tuto ryze
lomenou racionalni funkci rozloZime na soucet jednodussich zlomkd, které
nazyvame parcialni zlomky.

Postup pro prevod na parcialni zlomky:
Jmenovatel rozloZime na soucin korenovych ¢initeld.
1. Je-li v rozkladu jmenovatele na kotrenové Cinitele vyraz (ax + b),

odpovida tomuto Ciniteli v rozkladu parcialni zlomek w;%b, kde A je

konstanta.

2. Je-li v rozkladu jmenovatele na kofenové ¢initele vyraz
(ax + b)*, k > 1,
odpovida tomuto éiniteli v rozkladu k parcialnich zlomk tvaru:
Aq Az
ax+b’ (ax+b)? ' (ax b)k'

3. Je-li v rozkladu jmenovatele na korenové Cinitele vyraz

kde A4, A,, ... Aj, jsou konstanty.

ax? + bx + ¢, ktery nema realné kof‘eny, pak tomuto cCiniteli odpovida
Ax
x%+bx+c

Ostatni typy prikladi nebudeme problrat.

v rozkladu parcialni zlomek tvaru — , kde A, B jsou konstanty.

Priklad 1:
1 1 A B Ax—1)+B(x+1)
-1 G+DG-D x+1 x-1  G+D.Gx-D
A+ B)x+(-A+B)
B x%2—1
1= (A+B)x+ (A + B)
0x+1=(A+B)x+(—A+B)




(A+ B =0)A(—A+ B = 1) avyiesSenim této soustavy rovnic

dostaneme 4 = _71, B = %
1 7 . 3

x2—1=_x+1+x—1

Priklad 2:

x3—x2=x2.(x—1)=x +x x—1
A (x—1)+B.x.(x—1) + C.x?
- x2.(x—1)
x> (B+C)+x.(A—-B)—A
- x%.(x —1)
>x2.(B+C0)+x.(A-B)—A=x*0+x.0+1=>

1 1 A B C
—+—

B+C=0
A—-B=0
—-A=1
vyreSenim této soustavy rovnic dostaneme:
A=-1,B=-1,C=1
1 -1 -1 1

=—+—+
x3 —x2 x2 x x-—1

Priklad 3:
x—3 Ax + B

x2+2x+2=x2+2x+2

protoze diskriminant je zaporny (D = —4), je:
A=1,B=-3

Integrovani
Integrujeme jednotlivé ¢leny rozkladu s tim, Ze vyuzivame nasledujicich
poznatki:

1. f%zln|x|+c, x € R\{0},c €R

2. fidx =-14 c, x € R\{0},c € R obecné mocninna funkce
x2 X



plati i pro jinou mocninu x

3. flszdx=arctgx+c, x€R,c€ER

Vratime se opét k feSenym prikladlim:
Priklad 1:

1 1
j 1 dx=f __2 + 2 dx = —lln|x+1|+lln|x—1|+c
x2—1 x+1 -1 2 2

X
1 x—1
——ln‘ |+c, x#+1,c€R
2 x+1
Priklad 2:

1 -1 -1 1 1
j dxzj( >+ + Ydx =——In|x| + Inlx —1| + ¢
X x x-—1 X

1 x—1
=—+ln‘ |+c, x#1,x#0,c€ER
X X
Priklad 3:

Posledni ptiklad reSime tak, Ze Citatel rozepiSeme pomoci derivace jmenovatele
tak, aby ve druhém ¢lenu nebylo obsaZeno x:

protoZe (x% + 2x + 2)" = 2x + 2, rozepiSeme Citatel nasledovné:

1
x—3= §(2x+2)—4

1
f x—3 d—j 7(2x+2)+ —4 p
X2+ 2x+257 (x2+2x+2 x2+2x+2)x

1 1
== 242 21— 4 d
anx + 2x + 2| f(x+1)2+1 X
1
= —In|x? + 2x + 2| — 4arctg(x + 1) + ¢, X€ER,CER

2
u integralu

i %(2x+2)
X2 4+2x+2

) dx lze pouZit substituce t = x? + 2x + 2,

u integralu

[ ——=—dx lze pouzit substituce t = x + 1.
(x+1)2+1



