Funkce dvou proménnych

Realnou funkci dvou realnych proménnych definovanou na mnoziné Dy < R?
rozumime takovy predpis f (x, y), ktery kazdé uspoi-adané dvojici realnych cisel
[x,y] € D¢pfFirazuje pravé jedno realné ¢islo z = f(x,y),z € R.

Stejné jako v pripadé funkci jedné realné proménné se omezovat pouze na
funkce spojité.

Graf funkce jiz nelze zakreslit v roviné R?, jako tomu bylo u funkce jedné realné
proménné, ale v prostoru R3. Defini¢nim oborem je bud’ celd rovina tvoiena
osami x, y nebo jeji podmnozina. Funk¢ni hodnoty vytvareji plochu nad timto
defini¢cnim oborem.

Priklad:

1. Grafem konstantni funkce f(x,y) = ¢, ¢ € R s defini¢nim oborem R? je
rovina rovnobézna s rovinou, které tvori osy x, y. Tato rovina protina osu
zvbodé [0,0,c].

2. Rovnice x? + y% + z? = r2, r = 0 urluje kulovou plochu. Stied plochy lezi
v pocatku soustavy souradnic, jeji polomér je r. Aby se jednalo o funkci
dvou proménnych x, y, musi byt pro kaZdou usporadanou dvojici
[x,y] € Dy prifazeno pravé jedno redlné Cislo z. Mohou nastat dvé

moznosti:

z = /72— x2 — y2Z nebo

Z=—\/r2—x2—y2
Grafem je polovina kulové plochy a to bud’ plocha nad osami x, y nebo pod
osami x, y.

Parcidlni derivace funkci dvou proménnych

Podobné jako derivace byla jednim ze zakladnich prostredki pro vysetiovani
funkci jedné realné proménné, budou parcialni derivace jednim ze zakladnich
prostredki pro vySetiovani funkci vice proménnych.

Pomoci derivace funkce jedné realné proménné mizZeme urcit chovani funkce -
rast, pokles, extrémy. U plochy je to sloZitéjsi, ale i zde miiZeme urcit lokalni
extrém a vypocitat rovnici tecné roviny v libovolném bodé grafu funkce, tj. urcit
tecnou rovinu v libovolném bodé plochy.



Parcialni derivace pocitame tak, Ze ponechame jednu hodnotu proménné x
nebo y pevnou (povazujeme ji za konstantu) a derivujeme podle druhé
proménné. Pokud ponechdme konstantni proménnou y, derivujeme jen podle
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promeénné x. Znacime %. Pokud ponechame konstantni proménnou

. . v s vz of (x,
x, derivujeme jen podle proménné y. Znacime %.

Priklad:
Vypoctéte obé parcialni derivace funkce v bodé [2,1]:
f(x,y) =3x?y + 2xy* —2xy —5y+1 Dy = R?

of (x, af (2,1

%:6xy+2y2—2y f(gx)=12+2—2=12

af (x, af (2,1

M=3x2+4xy—2x—5 i )=12+8—4—5=11
dy dy

Parcialni derivace druhého radu
Parcialni derivace funkce f(x,y) podle x nebo podle y je opét funkci x a y.
MiiZeme ji tedy opét derivovat podle proménné x nebo podle proménné y.

v v 7 a ) a ) - v 14 .
Proto¥e kazdou z funkei & g;y ), ! g;y) lze derivovat podle proménné x i y,

dostaneme tak ¢tyti parcialni derivace funkce f(x, y) druhého adu. Jejich
oznaceni je nasledujici:
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d0x? 0x \Ox dy? 0y \dy dxdy 0y \dx dydx  0x \dy
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Derivace 3%y 3yox NAZyvame smisenymi derivacemi druhého radu funkce

f(x,y). Vzhledem k tomu, Ze budeme pracovat se spojitymi funkcemi, nebude
zalezet na poradi, ve kterém piivodni funkci f (x, y) podle proménnych x a y
derivujeme. Pro spojité funkce totiz plati:

0% f % f

dxdy - dyox

Analogicky jako zavadime derivace druhého radu, zavadime i vyssi parcialni
derivace.



Priklad:
0%f 9%f 09%*f 0%f
0x2’ 9y2’ axoy’ dyox

fFloy) == e
Y y

Vypoctéte pro funkci:

Protoze x € R, y € (—,0) U (0, ), je defini¢ni obor
Ds = R x R\ {0} . Pro naSi predstavu je definicnim oborem rovina,

tvorend osami x, y ovSem bez osy x. Na tomto defini¢nim oboru je funkce
spojita.
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Pokud bychom pocitali i}—afx (x,y), dostaneme stejny vysledek.

Teéna rovina a jeji analogie k te¢né ke grafu funkce v R?

Teéna ke Kkiivce v R%:
Te¢nu k funkci y = f(x) v R*vbodé T = [a, f(a)] ziskdme pomoci f”(x):

_f@®-f@ _y-f@

X—a X—a

f(a)=tge

Analytické vyjadreni této tecny lze napsat ve tvaru:

y—fla)=f(a).(x—a)

Po Upravé lze ziskat obecnou rovnici primky: ax + by + ¢ = 0.



Pokud chceme zjistit rovnici te¢né roviny k funkci f(x,y) v R3

vbodéT = [a, b, f(a, b)], spocitdme "fé’;‘” ’ aféi’”-

Analytické vyjadreni tecné roviny lze napsat ve tvaru:

df (a,b) df (a,b)
dx

z— f(a,b) =

(x=a) + ==y~ b)

Priklad:
Napiste obecnou rovnici te¢né roviny k plose f(x,y) v bodé T, = [1,2]:

flx,y) =x3y —xy?+2xy —x?>—5x+1

Funkce je spojitd v D; = R?, funk¢éni hodnota £(1,2) = =3

of®y) ., af(1,2) B
e =3x‘y—y“+2y—2x—-5 I =6—4+4—-2-5=-1
of (x, daf (1,2
f(xy)=x3—2xy+2x I ):1—4+2=—1

dy dy



Rovnice te¢né roviny:

df (a,b) df (a,b)

72— f(ab) = (=) + === b)

ox
_0r(12) 01 (1,2)
+3 = % x—1)+ 3y (y —2)

z+3=-1x-1D-1(y-2)=

t: x+y+z=0

Gradient

Velmi dileZita je veli¢ina gradient. Je to vektor, ktery udava smér nejrychlejSiho
ristu funkce f(x, y). Chapeme ho jako zobrazeni, které kazdému bodu

X € Dy c R? ptitazuje vektor grad f(x,y) € R
Pokud X, € Dra obé parcialni derivace existuji, plati:

of (Xo) 0f (Xo)
ox ' dy )

grad f(X,) = (

Nékdy se misto oznaceni grad f, grad f(X) pouziva A f,A f(X).Je to operator
nabla a jeho vysledkem je vektorové pole vyjadrujici smér a velikost nejvétsi
zmény.

Z praxe napr. zname gradient teploty. Je kolmy k izotermickym plocham a urcuje
zmeénu teploty na jednotku vzdalenosti ve sméru, ve kterém dochazi
k nejvétSimu prostorovému poklesu teploty.

Gradient souvisi téZ s tecnou rovinou. Jeji normalovy vektor je roven:
7= (af (4) afa)

ox ' ay
v bodé A.

) —1) = (a, b, c) pro tecnou rovinu tvaru: ax + by +cz+d =0



Lokalni extrémy

Stejné jako v pripadé funkce jedné proménné byla pro urceni lokalnich extrémi
dlilezita prvni i druhd derivace, analogicky postup lze zvolit i v pripadé funkce
dvou proménnych.

Postup u funkce jedné proménné

1. Vypocitame prvni derivaci funkce a zjistime stacionarni body (tj. body, ve
kterych je prvni derivace rovna nule).

2. Vypocitdme druhou derivaci funkce a dosadime do ni stacionarni body x,.
Je-li f”"(xy) < 0, je vbodé x, lokalni maximum, je-li f""(x,) > 0, je v bodé
X, lokalni minimum.

Postup u funkce dvou proménnych je castecné analogicky:

of (x,y) 9f(x,y)
ox ' ay

A = [x4,yo] jsou obé parcialni derivace nulové.

1. Urcime parcialni derivace a vyreSime, pro které body

2. Vypocitadme parcialni derivace druhého fadu a nabizelo by se, Ze podle
znaménka obou derivaci ur¢ime extrém.

U funkci vice proménnych vSak miZe dojit k situaci, Ze derivace budou mit

razné znaménko.

Napf. funkce:
f(x,y) = —x? 4+ y? vbodé [0,0] m4

0f(cy) .,  *fy) _
“ox P e o0
of (x,y) _ 0°f(x,y)
T—Z}/, T—2>0

Tento bod ([0,0]) nazyvame terminem sedlovy bod a funkce v tomto bodé
nema lokalni extrém.



Abychom vyloucili sedlovy bod, sestavime matici z parcialnich derivaci druhého
radu vcetné smiSenych a vypocitdme determinant této matice:

%f  0%f
d0x? 0xdy

det
| azr a2
dydx 0y?

Plati nasledujici tvrzeni:
Necht funkce f(x, y) je spojita v intervalu I, ma zde spojité parcialni derivace
prvého i druhého adu a dale plati, Ze v bodé [x,, y,] je

0fCoyo) _ (A E0d0) _ ) Jestlize

0x ay
0%f(x0,y0)  0%f(x0,¥0)
det| ., ot Zaxay > 0, ma funkce ve stacionarnim bodé [x,, y,] lokalni
0°f(x0,¥0) 0“1 (x0,Y0)
dyox dy?

0%f(x0,¥0) 0%f(x0,¥0)

4 vz v v axz axay . 7 z
extrém. V pripadé, ze det < 0, jedna se o sedlovy bod.
prip 02 f(xoy0)  92f (x0¥0) ] y
0yox 0y?
92f (x0,¥0) _ 0%f(x0,¥0)

Jsou-li obé derivace kladné, jedna se o lokalni minimum,

0x2 dy?
jsou-li zaporné, jedna se o lokalni maximum.



Priklad:
Urcete lokalni extrémy funkce f(x,y) = x? + y? — 3xy

1. Uréime defini¢ni obor: Dy = R?
2. Vypocitame parcialni derivace prvniho radu a ur¢ime stacionarni body:

of (x, 3
/€ y>:2x—3y=0 = x=§y

0x
of (x, 3
f(ayJ’)zzy_3x=0 N Zy_3_<zy>=() = y=0,x=0

Stacionarni bod je jediny: A = [x,, yo] = [0,0].
3. Vypocitame parcialni derivace druhého radu, sestavime z nich matici a
vypocitdme determinant:

Py _, ey, 0 y) _

oxz 0y? ’ dxdy
0%f (x0,¥0) 0%f(x0,¥0)
d0x? dxdy 2 -3
det | | = det =4-9=-5<0
0%f (x0,¥0) 0%f(x0,¥0) (_3 2 )
dyox dy?

Vysledek: Bod A = [0,0] je sedlovy bod.

Pzn. Pokud je ve stacionarnim bodé [x,, y,] funkce f(x,y) determinant roven
nule, neda se o charakteru funkce nic tvrdit. Je zapotiebi dalsiho vysetiovani.
Napft. zkoumame hodnoty funkce v jinych smérech. Témito situacemi se ovSem
nebudeme zabyvat.



