Urcity integral
Zatimco neurcitym integralem dané funkce je opét funkce,

urcitym integralem je Cislo, v naSem pripadé realné Cislo, pricemz funkce f (x)
musi byt definovana na uzavieném intervalu (a, b), a € R, b € R.

Zptlisobt definic urcitého integralu je nékolik, uvedeme zde dva.
Riemannova definice urcitého integralu

Necht funkce f(x) je definovana na uzavieném intervalu {(a, b) aje na tomto
intervalu omezena. Tento interval rozdélime na n dil¢ich uzavienych intervali

(X0, X1 ), (X1, X2), (X2, X3), oo (X1, X))

K tomuto déleni D sestrojime tzv. dolni soucet

s(D) =my.(x1 — x9) + my. (x5 — x1) + - my,. (X, — X,,—1), kKde m; je absolutni
minimum v i — tém dil¢im intervalu a tzv. horni soucet

S(D) = M;. (xq — x¢) + My. (x5 —x1) + - M,,. (x,, — x,—1), kde M; je absolutni
maximum v i — tém dil¢im intervalu.

m; < M;, s(D) <S(D).

Plati: Pro jakékoli déleni D na intervalu (a, b) vzdy existuje pravé jedno cislo ]
(které tedy na déleni D nezavisi), pro které je: s(D) < J < S(D).

Toto ¢islo ] se nazyva urcity integral funkce f(x) od a do b a znadi se: f; f(x)dx.

Cislo a se nazyva dolni mez, ¢islo b se nazyva horni mez tohoto integralu.

b
s(D) Sf f(x)dx < S(D).
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Cim je déleni intervalu jemnéjsi, hodnota integralu se bliZi dolni a horni mezi.

Pokud nahradime interval (x;, x;,,) pro kazdé i € {0,1,2, ..., n} elementarnim

délkovym koeficientem dx (dx — 0), potom dlimo s(D) = fff(x)dx = dlimOS(D).
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Geometricky vyznam Riemannova urcitého integralu je velmi nazorny. Pro
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nezapornou funkci f(x) je fa f(x)dx cislo, které udava obsah obrazce

vymezeného piimkami x = a, x = b akrivkou y = f(x).
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Newton - Leibnizova definice urcitého integralu

Necht f(x) je funkce spojita v (a, b), ktera ma v (a, b) primitivni funkci spojitou
v{a,b). Potom [ f(x)dx = F(b) — F(a) = [F(x)]5.

Vyhodou Newtonova integralu je jeho snadnéjsi vypocet,

vyhodou Riemannova integralu je jeho geometricka interpretace.

P¥iklady:

1 [A(x% = 3x + 2)dx = [%3—3212+2x]j =(§—%+4)_G_§+2)=_%
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Integral neexistuje, protoze funkce f(x) nenispojitav(—1,1).



Vypocet urcitého integralu

Kromeé pouziti zakladnich vzorct pro vypocet integralu miizeme pouZzit metodu
per partes, substitu¢ni metodu a 1ze pouZit i rozklad na parcialni zlomKky.

Také plati nasledujici pravidla:

1. Je-li funkce f spojita a nezaporna v intervalu (a, b), je fff(x)dx > 0.

2. Jsou-li funkce f, g spojité v intervalu {a, b) a je-li f(x) = g(x), potom
b b
J, f)dx = [ g(x)dx.

3. Pri zaméné mezi urcitého integralu se méni znaménko urcitého
. ’ b a
integralu: [ f(x)dx = — [" f(x)dx.

4. Je-li funkce f spojita na intervalu I a interval obsahuje takové body a, b, c,

pronéZje a < c < b, potom plati: f;f(x)dx = facf(x)dx + fcbf(x)dx.

Aplikace

Urcity integral 1ze pouZit pro vypocet obsahu rovinného utvaru, pro vypocet
objemu rotacniho télesa, pro vypocet obsahu plasté rota¢niho télesa, pro
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pro zjisténi drahy pifimocarého pohybu, pro zjiSténi vykonané mechanické
prace, pro vypocet hmotnosti nehomogenniho télesa, pro vypocet momentu
setrvacnosti télesa apod.

Uvedeme jen dvé aplikace, a to vypocet obsahu rovinného télesa a vypocet
objemu rotacniho télesa.

1. Vypocet obsahu rovinného télesa

Je-li f(x) je funkce spojitd a nezaporna v (a, b), potom obsah plochy
vymezené piimkami x = a, x = b a grafem funkce y = f(x) je dan

vzorcem S:fab f(x)dx.



Priklad 1:

Vypoctéte obsah titvaru omezeného grafem funkce f(x) = x2, osou x a
primkamix = 1,x = 2.

NejdFive naértneme graf. Rovnice f(x) = x2 urcuje parabolu s vrcholem
V = [0,0]. Parabola se otvira do kladné casti osy y.
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Poté vypocitame obsah zkoumaného utvaru:

2 1 1 7
S=j1x2dx=§[x3]% =§(8—1) =§]2.

j? ....jednotek ¢tverecnich
Priklad 2:
Vypoctéte obsah titvaru omezeného kiivkami f(x) = x2, g(x) = Vx.
K zakresleni grafu je potfeba urcit priiseciky krivek:

x% = \/x. Umocnénim obou stran rovnice ziskame:
xt=x=2x*—x=0>2x3x-1)=0>x,=0,x, =1

Dale sestrojime graf a vypocitdme obsah:
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2. Vypocet objemu rotacniho télesa

UvazZujme rotacni téleso, které vznikne rotaci utvaru kolem osy x. Utvar je

ohranicen kiivkou o rovnici y = f(x), ktera je grafem spojité funkce v intervalu
(a,b).

Objem vypocitame podle vztahu: V =« f: % (x)dx

Priklad:
Vypocitejte objem koule o poloméru r.

Utvar, jehoz rotaci dostaneme kouli, umistime vhodné do kartézské soustavy
soutradnic. Rotuje-li vySrafovana pulkruznice kolem osy x, miizeme pouzit vztah

Ve nf:fz (x)dx.
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Rovnice kruznice je: x? + y? = r2. ProtoZe y? = r? — x? = f2(x), lze vypocitat

objem dosazenim do vzorce pro objem: V = & f;’fz (xX)dx=m f_rr(rz —x2)dx =
2,2 _ 3_T\ (347 =443
n.[rx 3]_T—n[(r 3) (—r +3)]—3nr

Pzn. Pokud zvolime pro stejnou funkci jiné meze, napft. (0, r), miizeme vypocitat
objem polokoule, pro pripad (r — v, r) vypocitame objem kulové vysece.



Nevlastni integral

Dosud jsme pocitali urcity integral funkce f(x) v (a, b). V radé pripadii je mozné
také spocitat urcity integral v (a, b).

Plati: JestliZe funkce f(x) je definovana a spojita v (a, b) a F(x) je primitivni
funkci k funkci f(x) na (a, b), potom

b
j xdx = lim F(x) — lim F(x)

a x—b~ x—at
Pokud jsou obé limity vlastni, rikdme, Ze integral konverguje.

Pokud je aspon jedna z limit nevlastni nebo neexistuje, frikame, Ze integral
diverguje.

Priklady:

—d = [— —] =—1— lim (— —) = +oo Integral diverguje.
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2 fl x—zdx = [— ;L = ;11_{?0(_ - (—=1) =1 Integral konverguje.
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substituce:
t=e*—1

1
dt=exdx:f?dt= Inle* — 1]

1 ex
|| =gt = nle* = 1112 + linle” = 111 = Jim e” — 1

—Inle™! = 1| + Inlet — 1| - lim Inle* — 1]

x—07%
Protoze obé limity ve vztahu jsou nevlastni, integral diverguje.



