Extrémy funkci

Lokalni extrémy (ostré)

Funkce f ma v bodé a € Dy ostré lokalni minimum, jestliZe existuje takové okoli
bodu a, Ze pro vSechny body z tohoto okoli plati f (x) > f(a).

Funkce f ma v bodé b € Dy ostré lokalni maximum, jestliZe existuje takové okoli
bodu b, Ze pro vSechny body z tohoto okoli plati f (x) < f(b).

Nutna podminka existence lokalniho extrému

Ma-li funkce f v bodé ¢ € Drlokalni extrém, pak bud’ derivace f"(c)neexistuje,

anebo existuje aje f'(c) = 0.
Pozor! Véta neplati obracené. JiZ bylo zminéno drive.

Tzn., je-li derivace v bodé nulova, nemusi byt v tomto bodé extrém. Napf. funkce
f(x) = x3 mavbodé x = 0 derivaci f'(0) = 0 a je na celém defini¢nim oboru
rostouci.

Musi nejdiive nastat zména znaménka a teprve potom zjiStujeme, zda je
derivace nulovj, jak je popsano v postacujicich podminkach existence extrému:

Postacujici podminky existence lokalniho extrému

1. Necht funkce f je spojita na definicnim oboru Dy a bod ¢ € Dyje bod, ve
kterém miiZe nastat lokalni extrém.
Potom existuje-li takové okoli bodu c, Ze f'(c) > 0 pro levé okoli bodu c a
f’(c) < 0 pro pravé okoli bodu c, pak ma funkce f v bodé ¢ lokalni
maximum.
Existuje-li takové okoli bodu c, Ze f"(c¢) < 0 pro levé okoli bodu c a
f’(c) > 0 pro pravé okoli bodu ¢, pak ma funkce f v bodé ¢ lokalni
minimum.



2. Necht f'(c) = 0 av bodé c existuje druha derivace f"'(c).
Je-li f”(c) > 0, pak ma funkce f v bodé c ostré lokalni minimum, je-li
f"(c) <0, pak ma funkce f v bodé c ostré lokalni maximum.

Konvexni a konkavni funkce, inflexni body

Uvazujme funkci f, ktera je spojita na intervalu (a, b) a ma v kazdém bodé
intervalu (a, b) druhou derivaci.

Potom plati: Jestlize f"(x) = 0 pro vSechna x € (a, b), potom funkce fje
konvexni na intervalu (a, b).

Jestlize f”"(x) < 0 pro vSechna x € (a, b), potom funkce f je konkdvni na
intervalu (a, b).

Nutna podminka existence inflexniho bodu:

Je-libod d € Dy inflexnim bodem, potom druha derivace v tomto bodé je rovna

nule.
Pozor! Véta neplati obracené.
Tzn., je-li druha derivace v bodé nulova, nemusi byt v tomto bodé extrém.

Napf- funkce f(x) = x* ma v bodé x = 0 derivaci f"(0) = 0 a bod x = 0 neni
inflexnim bodem, v tomto bodé nastava lokalni minimum.

Musi nejdrive nastat zména znaménka druhé derivace a teprve potom
zjiStujeme, zda je derivace nulovj, jak je popsano v postacujicich podminkach
existence inflexniho bodu:

Postacujici podminka existence inflexniho bodu

Necht funkce fje spojita na definicnim oboru Df abod d € D¢ je bod, ktery

miiZe byt inflexnim bodem.



Potom existuje-li takové okoli bodu d, Ze pro levé okoli bodu d je funkce
konkavni, tj. f”(c) < 0, a pro pravé okoli bodu d je funkce konvexni, tj.
f7(c) = 0,pakbod d je inflexnim bodem.

Stejné tak existuje-li takové okoli bodu d, Ze pro levé okoli bodu d je

f(c) = 0, tedy funkce je konvexni, a pro pravé okoli bodu d je f"(c) <0,
tedy funkce je konkavni, pak bod d je inflexnim bodem.

Funkce sudj, licha

Necht funkce je definovana v definicnim oboru Dy.
Funkce f je suda funkce na Dy, jestliZe pro kazdé x € Dy plati f(—x) = f(x)

Funkce f je licha funkce na Dy, jestlize pro kazdé x € Dy plati f(—x) = —f(x)

Plati: a) pokud obé funkce jsou sudé (liché), pak jejich souctem, respektive
rozdilem, opét ziskame funkci sudou (lichou)

b) soucinem nebo podilem dvou sudych nebo dvou lichych funkci ziskame vzdy
funkci sudou. Pokud jedna z nich je suda a jedna lich3, pak sou¢inem (podilem)
ziskame funkci lichou.

vvvvv

ziskame funkci lichou, v ostatnich pripadech ziskame funkci sudou (suda - suda,
lichd - suda, suda - lichd).

Pi. f(x) = x* + 3x? je funkce suda (soucet sudych funkci)

f(x) = cosx? je funkce suda (vnitini je licha, vnéjsi suda)

f(x) = 1_x je funkce licha (podil liché a sudé funkce)

+x4

f(x) =1+ sin3x funkce neni ani sud4 ani licha (1 pfedstavuje posun, druhy
sCitanec je funkce licha)

f(x) = x3 — x je funkce licha (rozdil dvou lichych funkci)



Prubéh funkce

Predchozi poznatky lze vyuZit pro sestrojeni grafu funkce.

minimalisticka verze
Co je potreba znat, abychom sestrojili graf:

1. urceni Dy

2. urCeni f’a ze znamének derivace urceni, kdy funkce roste, klesa a kde jsou
pripadné extrémy

3. urceni limit (pfipadné funk¢nich hodnot) v krajnich bodech defini¢niho
oboru a vypocet funk¢énich hodnot v extrémech.

Priklad:
Sestrojte graf funkce
1

—-2x

2. f'(x)= =y f'(x) >0 pro x € (—0,0) = funkce roste

f'(x) <0 pro x € (0,0) = funkceklesa
f'(x) =0 pro x =0 = vbodé x = 0 je maximum
3. f(0)=1, Ilm f(x)= lirp f(x)=0
xX——00 X—+00

Pzn. Funkce je suda. Miizeme zjednodusit eSeni tlohy na intervalu (0, + ).
Vysledny graf je ziskany z grafu sestrojeného na (0, + o) a k nému soumérné
sdruzenému podle osy y .
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Asymptoty grafu funkce

Asymptota se smérnici (asymptotou rozumime primku, kterou mizeme
povaZzovat za ,tec¢nu k funkci“ v nekonecnu).

JestliZe existuji limity lim I® — k alimita lim (f(x) — k.x) = q, potom piimka
X—00

xX—>oo X

o rovnici y = k.x + q je asymptotou grafu funkce f v nekonecnu.

TotéZ platii pro limity x — —oo.

Kromé asymptoty se smeérnici existuji vertikalni a horizontalni asymptoty
grafu.

JestliZe funkce f ma ve vlastnim bodé a aspon jednu jednostrannou nevlastni
limitu, nazyvame ptrimku o rovnici x = a vertikalni asymptotou grafu funkce f.

Napft. graf funkce f(x) = xiz ma vertikalni asymptotu x = 0, tj. osu y.

JestliZe funkce f ma v nevlastnim bodé vlastni limitu (napf. pro limitu kde x — oo
lim f(x) = b € R), nazyvame primku y = b horizontalni asymptotou grafu
X—00

funkce f v +00. Tuto asymptotu nazyvame asymptotou bez smérnice.

Napft. graf funkce f(x) = xiz ma jednu horizontalni asymptotu y = 0, graf funkce

f(x) = arctgx ma dveé horizontalni asymptoty y = + %

Priklad:

x2+1
x+3

Urcete asymptoty ke grafu funkce f(x) =

Dy = (=00,—3) U (=3, )

a;:x =-—3
a,y=kx+gq
2
k= lim 2= j ¥ - (mozno pouzit dvakrat 1’'Hospitalovo
x—+oo X x—+o00 X.(x+3)

pravidlo)
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Prubéh funkce

Minimalisticka verze

Co je potieba znat, abychom sestrojili graf:

1.
2.

UrCime Dy.

Vypocitame prvni derivaci f'(x) a ze znamének derivace urcime, kdy
funkce roste, klesa a kde jsou pripadné extrémy.

Vypocitadme limity (pfipadné funkéni hodnoty) v krajnich bodech
defini¢niho oboru a vypocitdme funkcéni hodnoty v extrémech.

Sestrojeni presnéjsiho grafu funkce

Pro sestrojeni je doporucen nasledujici postup:

1.

Urcime Dy a specialni vlastnosti funkce (suda, licha, periodicka), pokud je
funkce ma.

VySetiime spojitost funkce a urc¢ime limity (poptipadé jednostranné)

v bodech nespojitosti a v bodech *oo, pokud tyto body jsou soucasti
defini¢niho oboru.

Urc¢ime priseciky s osami souradnicového systému.

Vypocitdme prvni derivaci funkce f'(x) a pomoci ni ur¢ime, kde funkce
roste, klesa a kde ma lokalni extrémy. TéZ urcime funkcéni hodnoty

v extrémech.

Vypocitdme druhou derivaci funkce f”’(x) a pomoci ni ur¢ime, kde je
funkce konkavni, konvexni a zjistime, zda ma inflexni body.

VySetrime, zda ma graf funkce asymptoty.

Na zakladé predchozich vysledki sestrojime graf funkce a z ného ur¢ime
obor hodnot H.



Priklad:

Vyseticete pribéh funkce:f(x) = ex.
1.

2.

3.

1

Dy = (—0,0) U (0, )

1 -1
f(—x) = ex # +e ~ funkce neni suda ani lich4, neni ani periodicka
-1 -1 -1
lim ex =e®=1, lim ex ="e®" =0, lim ex ="et® = co.
x—+oo x—0+ x—0—

Znalost limit je podstatna pti sestrojeni grafu funkce. Limity nam navic
urcuji, Ze graf nasi funkce ma vertikalni i horizontalni asymptotu.

Priseciky s osami nejsou.
-1

4. f'(x) = eT.x—lz. Prvni derivace je kladna v obou intervalech

5.

(—OO, 0), (Or OO)
Funkce na obou intervalech roste a nema extrémy.

-1 -1 -1 4 _
f(x) = e?xiz.xiz +ex. (—2).%3 = ex. &

x4-
Znaménko druhé derivace je urCeno znaménkem vyrazu 1 — 2x.

Plati tedy: f(x) = 0 v (—,0), (0%) Funkce je v téchto intervalech
konvexni.

“"x)<0v l,oo , funkce je v tomto intervalu konkavni.
> J

v 1 /7 v v v 7 7
Vbodex = p dochazi ke zméné znaménka, funkce ma tedy v tomto

bodé inflexi.

Graf funkce ma dvé asymptoty, z nichZ jedna je vertikalni o rovnici

x = 0 a druha je horizontalni o rovnici y = 1.

Z vysledki predchozich idaji dostdvame graf funkce, ze kterého plyne,

ze Hp = (0,0)\{1}.
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