Limita

Limita vypovida o tom, jak se funkce chova:

a)

b)

v nejbliZzsim okoli bodu, tzn. jaké jsou funkéni hodnoty v tomto okoli,
priCemZ nas nezajima chovani funkce v tomto bodé

znaéime:)}i_r{}l f(x) =L (L € R), pripadné Jll_rg f(x) =100

nazyvame: vlastni limita ve vlastnim bodég, pripadné nevlastni limita ve
vlastnim bodé

volime-li ,,velmi velkda“ nebo ,velmi mala“ ¢isla, tzn., k ¢emu se blizi funkc¢ni
hodnoty, pokud tato ¢isla volime

znacCime: xgrgoof(x) = L (L € R), pripadné ngloof(x) = t+oo

nazyvame: vlastni limita v nevlastnim bodé, pripadné nevlastni limita
v nevlastnim bodé.

Limita, pokud existuje, je jedina.

Limity umime pocitat:

priklady:
. x*—4
x£n>2 x—2

provedeme rozklad na korenové Cinitele a po zkraceni vyjde: 4

~ cos?x—1
lim ————
x—0 X
pouZijeme vzorec sin’x + cos?x =1 atéz vyuZijeme znalosti
. Sinx .
lim — = 1. Vyjde: —1
x—0 X
x3—4

.
¥ 233 + x + 11

vytkneme vyraz x3 a po jeho zkraceni dostaneme vysledek: %



DERIVACE

Pojem derivace byl vytvoren v 2. poloviné 17. stoleti.

Derivace ma zasadni vyznam pri vySetiovani funkcénich zavislosti v matematice,
chemii, fyzice a jinych oborech.

Uvazujme funkci f definovanou na intervalu I a necht x, € I je vnitini bod.

S(x)

S(@) — f(=xo)

/ r—xg=h

tge = kg, kde kg je smérnice se¢ny (primka p)

Potom smérnici secny, ktera prochazi body A = [x,, f(x0)], B = [x, f(x)]

vyjadrime:
I _ () = f(x0)
s =
X — xo

Pokud bude x — x,,, seCna se stane teCnou a pro smeérnici teCny bude platit:

o fE = f(o)

X—Xo X — xO

Existuje-li tato limita, nazyvame ji derivaci funkce f v bodé xya znacime:f’(x).
Pro dokazovani pouzivame substituci: h = x — xy, tj. x = xo + h

Potom

F(xg) = lem f(x) — f(x) ~ lim f(xo +h) = f(xo)

Xo X —Xg h—0 h

Pozor! V prvni limité je proménna x, ve druhé limité€ je proménna h.



Zakladni vzorce pro derivovani elementarnich funkci

flx) = f(x) = nxn1 xR (proneN)
filx) =x* (%) =ka? x € R\{0} (prok e 2)
flx) =" Ft)=rx"" x € (0,0) (pror € R)
fO) =c F©)=0 xeR
f(x) = sinx f'(x) = cosx x€R

. f(x) =cosx f(x) = —sinx xeR

fx) = tgx F@=— x e R\((2k + 1) g kez)
1
f(x) = cotg x F(x) =~ e x € R\{km,k € Z}
f(x)=e* f(x)=¢" X€R
f(x) =g~ f'(x) = a*lna x€R
1
f(x) =Inx Fe=- + x € (0,0)
f(x) = log, x FE= == x € (0,00)
f(x) = arcsinx Fix) = - > xe(-1,1)
—-x
f(x) = arccosx Fix)= —\/% xe(—-1,1)
—-x
f(x) = arctgx filx) = 1722 x€R
f(x) = arccotgx f(x)=— Xx€R

1 + x2




Pravidla pro vypocet derivaci

Plati:

1. [k.f(x)]" =k.f'(x), kjeKkonstanta

2. [f) £ g()]" = f(x) £ g"(x)

3. [f (). g)]" = f(x).g(x) + f(x).g"(x)

4 f (x)] ,_ (x).gx)-f(x).g"(x)
. - 2
g(x) (g(x)

5. [f(g@)] = (9(0)-9'(x)

L'Hospitalovo pravidlo

“9“ a n i n

0 [¢%e)

Pouziti pro snadnéjsi vypocet limit typu:

Je-li limf(x) = limg(x) = 0 a existuje-li lim%
nebo
je-li limf(x) = limg(x) = £ aexistuje-li lim%, potom plati:

lim Lx) = lim [
g(x) g (x)

V této vété mize mit symbol lim kterykoli z vyznami:

lim lim lim lim
x—a x—at x—a~ x—+to



Tecna ke grafu funkce

Derivace funkce v bodé A = [a, f (a)] predstavuje smérnici tecny ke grafu funkce
v tomto bodé. Bod B = [x, y] je libovolny bod tec¢ny.

7)
f(x% y

fé

y-fla)

f@=tgp="——

Analytické vyjadreni této tecny lze napsat ve tvaru:

y—fla)=f(a).(x—a)

Po dpravé lze ziskat obecnou rovnici primky: ax + by + ¢ = 0.

Monotonnost funkce a souvislost se znaménkem derivace
1. Monotonnost funkce

Funkci f nazyvame rostouci funkci na Dr < pro kazda dvé cisla x4, x, z D¢, kde
x1 < xp,plativztah f(x;) < f(x,) .

Funkci f nazyvame neklesajici funkci na Dr & pro kazda dvé ¢isla x4, x, z Dy, kde
x; < x, plati vztah f(x1) < f(xy).

Funkci f nazyvame klesajici funkci na Dr < pro kazda dvé Cisla x4, x, z D, kde
x1 < x,, plativztah f(x;) > f(x;).

Funkci f nazyvame nerostouci funkci na D & pro kazda dvé ¢isla x4, x, z D, kde
x, < X, plati vztah f(x;) = f(x;).



Nyni uvazujme funkci f, ktera je spojita na intervalu(a, b) a ma v kazdém
bodé intervalu (a, b) derivaci.

Potom plati: JestliZze f'x) > 0 pro vSechna x € (a, b), potom funkce fje
na intervalu {a, b) rostouci.

JestliZe plati, Ze f'x) = 0 pro vSechna x € (a, b), potom funkce fje

na intervalu (a, b) neklesajici.

JestliZe plati, Ze f'x) < 0 pro vSechna x € (a, b), potom funkce fje

na intervalu (a, b) klesajici.

JestliZe plati, Ze f'x) < 0 pro vSechna x € (a, b), potom funkce fje

na intervalu {a, b) nerostouci.

Pozor! Obracené tvrzeni neplati.

Je-li napr. funkce rostouci, derivace funkce nemusi byt kladna na celém
intervalu. Pro funkci f(x) = x3, xeR je f/(0)=0.

2. Lokalni extrém

Funkce f ma v bodé a € Drostré lokadlni minimum, jestliZe existuje takové okoli
bodu a, Ze pro vSechny body z tohoto okoli plati f (x) > f(a).

Funkce f ma v bodé b € Dy ostré lokadlni maximum, jestlize existuje takoveé okoli
bodu b, Ze pro vSechny body z tohoto okoli plati f(x) < f(b).

$ (&)




3. Souvislost lokalniho extrému a derivace:

Jestlize funkce f ma v bodé ¢ € Ds lokalni extrém, potom bud’

derivacef”(c) neexistuje, anebo derivace existuje a je v tomto bodé nulova.

\_/f

’J” "

7o e

A

Pozor! Obracené tvrzeni neplati.

Tzn., je-li derivace v bodé nulova, nemusi byt v tomto bodé extrém. Napr. funkce
f(x) = x3mavbodé x =0 derivaci f(0) =0 aje na celém defini¢nim oboru
rostouci.

Derivace vysSich radu

Ma-li funkce f na intervalu I vlastni derivaci (f"), pak tato derivace je funkci,
kterou miizeme opét derivovat.

Derivaci této funkce f" na intervalu I (pokud existuje vlastni) oznacujeme f”

da? . .. o
L a nazyvame ji druhou derivaci funkce f.

nebo—
dx?

Dalsim derivovanim, pokud lze provést, dostdvame postupné tieti, ¢tvrtou, atd.
az obecné n-tou derivaci funkce f.

1. Konvexnost a konkavnost funkce

UvaZujme funkci, ktera ma vlastni derivaci v bodé a. Sestrojime-li teCnu ke grafu
v tomto bodé, pak mohou nastat situace:

1. graf funkce v okoli bodu a lezi ,,nad tecnou“ V tomto pripadé je funkce
v tomto okoli konvexni.

2. graf funkce v okoli bodu a leZi ,,pod tecnou®. V tomto pripadé je funkce
v tomto okoli konkavni.

3. miiZe nastat situace, kdy graf prechazi u jedné strany tecny na druhou.
V tomto pripadé nazyvame bod a inflexnim bodem.
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Konvexita a konkavita funkce a souvislost se znaménkem druhé derivace

Uvazujme funkci f, ktera je spojita na intervalu(a, b) a ma v kazdém bodé
intervalu (a, b) druhou derivaci.

Potom plati: Jestlize f""(x) = 0 pro vSechna x € (a, b), potom funkce fje
konvexni na intervalu {(a, b).

Jestlize f'(x) < 0 pro vSechna x € (a, b), potom funkce f je konkavni na
intervalu (a, b).

Pro inflexni bod plati:

Je-li tento bod inflexnim bodem, potom druha derivace v tomto bodé je rovna
nule. Napt. funkce f(x) = x3 ma v bodé x = 0 druhou derivaci f’(0) = 0.

Bod x = 0 je inflexnim bodem této funkce.




