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1. Zobrazeni

Uvedme na tvod nékolik piiklad zobrazeni, kterymi se budeme v tomto kurzu
zabyvat.

Umluva. Zapisem

f:M— N
budeme rozumét, ze f je zobrazeni z mnoziny M do mnoziny N, pficemz Dy C M
a Hy C M (tj. defini¢ni obor f je podmnozinou mnoziny M a obor hodnot f je
podmnozinou mnoziny N).

e Zobrazeni f : R — R piifazuje redlnému ¢islu x realné ¢islo f(x), tedy jde
o funkci jedné proménné.
Priklady:

— Taxikar si uctuje 25 k¢ za kilometr jizdy a vstupni poplatek 100 k¢.
Celkové cena, kterou zaplatime je tedy funkci ujeté vzdalenosti = (v
km) a tato funkce mé predpis

f(z) = 25z + 100.

Rekneme, 7e cena zavisi na vzdalenosti linearné - jde tedy o linearni
funkci. Defini¢ni obor této funkce je Dy = [0,+00) a jeji obor hod-
not je Hy = [100,4+00). V tomto pripadé tedy lze na funkci f pohliZet
jako na zobrazeni pritazujici redlnému cislu = (reprezentujicimu uje-
tou vzdalenost) ¢islo 25x + 100 (reprezentujici cenu, kterou zaplatime
taxikdri) a psdt x Ly 252 + 100.

— Obsah ¢tverce S o strané a zavisi na délce své strany kvadraticky - jde
tedy o kvadratickou funkci

S(a) = a®.

— Dréaha s, kterou urazi hmotny bod pfi rovnomeérné zrychleném pohybu
se zrychlenim a a pocatecni rychlosti vy zavisi na case kvadraticky a
tato funkce méa predpis

1
s(t) = 5@752 + wvot.

e Zobrazeni f: R? — R piifazuje dvojici redlnych ¢isel (z, y) realné ¢&islo
f(z,y), tedy jde o funkci dvou proménnych.

Priklady:

— Zobrazeni ptifazujici bodu roviny [x,y] jeho vzdélenost od podatku
soufadnicového systému je funkce

f(x,y) = Va2 +y?,

coz pfimo plyne z Pythagorovy véty.



— Obsah obdélniku S je funkci délek svych stran a,b a tato funkce méa
predpis
S(a,b) = ab.
e Zobrazeni L: R? — R? pfitazuje dvojici redlnych ¢isel (z, y) dvojici redlnych

Cisel (2/,1/), tedy jde o zobrazeni z roviny do roviny. My se budeme zabyvat
predevsim zobrazenimi ve tvaru

L(Z) = AT + 1, (1.1)

kde A je ¢tvercova matice fadu 2 s realnymi prvky (piseme A € R?**?),
i = (u1,u2)T je vektor posunuti a ¥ = (x,y)”. Takova zobrazeni nazyvéme
afinni. V prfipadé, Ze u je nulovy vektor, jde o linearni zobrazeni. Rovnici
(1.1) 1ze tedy prepsat maticovym zapisem:

o= () () + ()

Je-li (z, y) vzor a (2',y") jeho obraz pfi zobrazeni L, tedy L(z,y) = (2, /),
pak rovnici (1.1) mizeme prepsat skalarné:

¥ =ax+ by +uy
Y = cx + dy + uy
Priklady:

— Posunuti, otoceni, osova soumérnost a jakékoliv jejich slozeni je shodné
zobrazeni z roviny do roviny. Rekneme, Ze zobrazeni L: R? — R? dané
vztahem (1.1) je shodnost, pokud matice A spliuje

ATA = AAT = T,

kde I znadi jednotkovou matici a AT matici transponovanou. Matice
splnujici tuto podminku nazyvame ortogonalni.

— Pripustime-li navic, ze mizeme objekt libovolné zvétsovat ¢i zmenso-
vat, jde o podobné zobrazeni. Rekneme, e zobrazeni L: R? — R? dané
vztahem (1.1) je podobnost, pokud existuje nenulové ¢islo & tak, ze
matice A splnuje

ATA = AAT =PI
Kupftikladu stejnolehlost s koeficientem k je podobnost.

— Pripustime-li navic zkoseni ¢i projekci a jejich libovolné slozeni s ja-
koukoliv podobnosti, jde o afinitu. Rekneme, Ze zobrazeni L: R? — R?

dané vztahem (1.1) je afinita, je-li matice A regulérnﬂ

'Rekneme, Ze ¢tvercovd matice A je regularni, pokud detA # 0. V opaéném p¥ipadé ji
nazyvame singularni.



e Zobrazeni f: R — R? piifazuje ¢islu dvouslozkovy vektor. Je-li I C R
interval, t € I parametr a fi, fo: I — R jsou spojité funkce, pak zobrazeni

ft) = (f1(), fa(t))
je parametrizovana rovinna kiivka.

— Zobrazeni
f&)=(-1+4+2t,24+3t),t €R

je parametrizace piimky prochazejici bodem A = [—1;2] se smérovym
vektorem § = (2,3). Na stfedni skole jsme byli zvykli zapisovat para-
metrickou rovnici piimky skaldrnimi rovnicemi, tedy v tomto ptipade:

r=—1+2t

y =2+ 3t,
kde ¢t € R je parametr.

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 ) 1 2 3 4 5 6 7 8

2Pfipomefime si, jak pievést parametrickou rovnici pfimky na obecnou rovnici. Chceme se
zbavit parametru ¢, proto vynasobme prvni rovnici tfemi a druhou rovnici minus dvéma, tedy

3z =—-346¢

—2y = —4— 6t

a nyni tyto rovnice secteme, tj.
3r —2y=—-7+0t

Rovnici
3xr—2y+7=0

nazyvame obecnou rovnici této pfimky a umime z ni vy¢ist jeji norméalovy vektor 77 = (3, —2),
ktery je kolmy na smérovy vektor. (tzn. jejich skaldrni souéin je nulovy, 7 - § = 0)
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— Zobrazeni
f(t) = (cost,sint), t € [0,27)

je parametrizace kruznice o polomeéru 1 se stfedem v pocatku sourad-
nicového systému. To by nas nemélo prekvapit, protoze funkce sinus je
definovdana jako y-ovd souradnice bodu leZiciho na jednotkové kruzZnici
a funkce kosinus jako jeho x-ovd soutadnice. Rikdme, Ze funkce sinus
a kosinus parametrizuji jednotkovou kruznici.

sin(t)

cos(t)

Poznamenejme jesté, ze pokud v tomto pravotihlém trojuhelniku pie-
pisSeme Pythagorovu vétu, ziskdme pro libovolné ¢ € R vztah

sin®t + cos®t = 1, (1.2)

ktery zname jako ”vzorecek”a pfi Gpravé goniometrickych vyrazi jej
pouzivame dnes a denné.

3Na zdkladni $kole jsme si zavadéli funkce sinus a kosinus v pravothlém trojihelniku. Bylo
nam Feceno, ze funkce sinus je definovéana v pravouhlém trojuhelniku jako podil protilehlé
odvésny (k danému thlu) a pfepony; a funkce kosinus je v pravothlém trojuhelniku defino-
vana jako podil prilehlé odvésny a prepony. S touto definici jsme si vystacili. Rozmyslete
si, ze tato "nova”stfedoskolska definice je obecnéjsi nez ta ze zakladni skoly a ze v 1. kvadrantu
jsou skutec¢né ekvivalentni.

4Podobné jako jsme se udili vyjadiit z parametrické rovnice p¥imky jeji obecnou rovnici
eliminaci parametru (tj. tim, Ze jsme se ho zbavili), miZeme parametrickou rovnici kruznice
pfevést na jeji obecnou rovnici. Rovnice

xr = cost
y =sint
umocnime na druhou a ziskame
z? = cos®t
y? = sin?t.

Sectenim téchto rovnic a vyuzitim vztahu (1.2) ziskdme
24yt =1,

coz je obecnd (resp. stfedova) rovnice kruznice o poloméru 1 se stfedem v [0,0].



— Zobrazeni
f(t) = (44 3cost,—3+ 2sint), t € [0, 2m)

je parametrizace elipsy se stfedem v bodé [4; —3] a délkou hlavni po-
loosy 3 a vedlejsi poloosy 2.

5

4

-7 -6 -5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

— Zobrazeni
f@) =1, te[-1,2]
je parametrizace ¢asti paraboly y = 2% s poc¢ateénim bodem [—1;1] a
koncovym bodem [2;4].

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8




e Zobrazeni f: R — R? pfifazuje ¢islu t¥islozkovy vektor. Je-li I C R interval,
t € I parametr a fi, fo, f3: I — R jsou spojité funkce, pak zobrazeni

@) = (f1(t), fa(t), f3(1)) (1.3)

je parametrizovana prostorova krivka.

— Zobrazeni
f)=0+2t,14¢t2-2t),tel0,1]

je parametrizace tsecky s poc¢ateénim bodem A = [1; 1; 2] a smérovym
vektorem § = (2;1; —2).

Koncovy bod B této tsecky urc¢ime tak, ze do bodu A umistime vektor
s, tedy
B=A+4+5=1[1,1,2]+(2;1;-2) = [3,2,0]

SZobrazeni (1.3) mlizeme chépat jako vektorovou funkci udéavajici polohu pohybujiciho se
hmotného bodu v case t.

6Na stiedni skole jsme se nau¢ili, jak vyjadfit piimku v roviné analyticky - obecnou, smérni-
covou i parametrickou rovnici primky. Tedy primku v roviné mizeme zapsat jednou z téchto t¥i
rovnic podle toho, ktera se ndm zrovna hodi. P¥imku v prostoru vsak umime vyjadrit pouze pa-
rametrickymi rovnicemi. V tomto konkrétnim ptipadé bychom tedy pfimku prochézejici bodem
A = [1;1; 2] se smérovym vektorem (2;1; —2) zapsali parametrickymi rovnicemi:

r=142t
y=1+4+1
z=2—1t,

kde t € R je parametr.



— Zobrazeni
f(t) = (cost,sint,t), t € R

je parametrizace prostorové kiivky, jejimz obrazem je spirdla, ktera
”obklopuje”vélec 22 + y? = 1 (tj. valec o nekone¢né vysce, jehoz pod-
stavou je kruznice se stfedem v [0,0] a polomérem 1). Pii pohledu
”shora”tedy tato krivka vypada jako kruznice.

— Zobrazeni
ft)=(t,2,1), teR

je parametrizace paraboly z = 22 leZici v roving y = 2.




e Zobrazeni f: R® — R? piifazuje bodu v prostoru bod roviny. Jsou-li fi, f5
spojité funkce na n&jaké mnoziné M C R?, pak m4 takové zobrazeni tvar

f(xvyu Z) = (fl(x>y72)7 fQ(SE,y,Z)) (14)

pro (z,y,z) € M. Ve specidlnim piipadé, kdy jsou funkce fi, fo linedrni,
resp. afinni, jde o zobrazeni tvaru

£(@) = AT + 4,

kde A je obdélnikova matice se tfemi sloupci a dvéma radky, jejiz prvky
jsou realna ¢isla (piseme A € R?*3) a 4 je vektor posunuti, tedy

b i
f(x,y,Z)=<§ . ;) y +(Zl) (1.5)
P 2
Priklady:

— Projekce z R? do roviny z = 0 je zobrazeni dané pfedpisem

T
o (000 (3) 4 ()
z

tedy ve tvaru (1.4) jej zapiSeme jako

f(x,y,2) = (2,y).

Obrazem kulové plochy se stfedem v bodé [3,1,2] a polomérem 1 pii
zobrazeni f je tedy kruh se stfedem v bodé [3,1] a polomérem 1 lezici
v rovin€ z = 0.

Pfesnéji, obrazem mnoziny
M ={(z.y,2) eR* (2 =3)" + (y— 1)+ (: —2)" = 1}
pii zobrazeni f je mnozina

N ={(z,y) €eR*(z—3)*+(y —1)* < 1}.

9



— Zobrazeni f: R?* — R? dané piedpisem f(z,vy,z) = (3x,2y + 1) neboli

s
f(w,y,Z)Z(g g 8) y +([1))

projektuje tfirozmérny objekt do roviny z = 0 a nasledné tento rovinny
utvar tiikrat ”protahne” v ose x a dvakrat v ose y a nakonec jej posune
o 1 "nahoru”po ose y. Obrazem kulové plochy

M= {(z,y,2) €ER*2* + >+ (z — 2)* =1}

pii tomto zobrazeni je tedy elipsa

2 _12
N= (g ery s WD

<1}

Piseme f(M) = N.

“"Poznamenejme, 7e takové zobrazeni, které zobrazi tuto kulovou plochu M na elipsu N
nemusi byt urceno jednoznacné, jelikoz na tomto obrazku nejsou vyznaceny konkrétni body re-
prezentujici vzor a obraz. Pokud bychom napfiklad nejprve udélali projekci této kulové plochy
do roviny z = 0, néasledné bychom tento kruh oto¢ili o libovolny tithel kolem pocatku sourad-
nicového systému a az poté jej tfikrat protahli v ose x a dvakrat protahli v ose y a na zavér
posunuli, ziskali bychom stejny obraz a pfitom by se jednalo o jiné zobrazeni. Takze napiiklad
zobrazeni g: R? — R? dané predpisem

( ) = 3 0 cosa —sina 1 0 O * n 0
9820 =10 2)\sina cosa 01 0 Z 1/
kde « je libovolny thel, také spliiuje g(M) = N.

10



— Praktickym prikladem takového zobrazeni, které zobrazuje t¥idimen-
zionédlni objekt do roviny mtize byt vrhani stinu na rovinu (napf. na
zed). Umistime-li bodovy zdroj svétla (napi. zarovku) pfiblizné do
bodu [3; 1;4,5], potom stin této kulové plochy vrzeny do roviny z = 0
bude piiblizné kruh se stfedem v bodé [3; 1] a polomérem 2.

.
J'z .:.;"

— Jinym pifkladem zobrazeni z R do R? miiZe byt zobrazeni sféry na
rovinu, tzv. kartograficka projekce, pripadné jakékoliv jiné mapové
zobrazeni, které zobrazi ¢ast sféry (napt. Ceskou republiku) do roviny
reprezentujici mapu.

11



1.0.1 Priklady k procviceni - afinni zobrazeni

Piiklad 1.0.1. Napiste pfedpis zobrazeni, které zobrazi kruznici 22 + y? = 1 na
2 2
elipsu @ + @ =1.

Priklad 1.0.2. NapiSte predpis zobrazeni, které zobrazi kulovou plochu
M= {(,y,2) R (z =3+ (y - 1)’ + ( =2 =1}

na kruh
N={(y,z) e R* (y+2)*+ ( — 2)* < 1}.

v roviné ¢ = 0.

12



1.0.2 Priklady k procvic¢eni - parametrizace krivek

Priklad 1.0.3. Napiste parametrické rovnice oblouku kruznice o poloméru 2 se
stfedem v pocatku souradnicového systému leziciho v poloroviné

{(z,y) e R%y < —a}.

Priklad 1.0.4. Napiste parametrické rovnice oblouku kruznice o poloméru 2 se
stfedem v bodé [—1; 2], ktery lezi v poloroviné

{(z,y) e Ry < —x —1}.

Piiklad 1.0.5. Napiste parametrické rovnice paraboly y = 2?2 lezici v poloroviné
{(z,y) € R*y < 8 —2x}.

Piiklad 1.0.6. Napiste parametrické rovnice paraboly o = 3? lezici v poloroviné
{(z,y) e Ry <2 —a}.

Piiklad 1.0.7. NapiSte parametrické rovnice tisecky spojujici body A = [1,2,3]
a B =1[4,32].

Priklad 1.0.8. Zakreslete kiivku ¢ : [0,1] — R? definovanou piedpisem
o(t) = (arcsint, 2t + 5),t € [0,1]

Priklad 1.0.9. NapiSte parametrickou rovnici kiivky z bodu B do bodu A, ktera
je casti paraboly.

13



Priklad 1.0.10. Napiste parametrickou rovnici kfivky z bodu F do bodu F.

-1

Priklad 1.0.11. Napiste parametrickou rovnici rovinné kiivky, kterd je casti
kruznice z bodu D do bodu C.

Y

-2 . NN
P =

———

-

= LN D

-6
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Priklad 1.0.12. Napiste parametrickou rovnici rovinné kiivky, kterd je ¢asti
elipsy z bodu GG do bodu 1.

v

Priklad 1.0.13. Napiste parametrickou rovnici ¢asti paraboly na obrazku z bodu
B do bodu A.

=1

=2 ==

-3 - -
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Priklad 1.0.14. Napiste parametrickou rovnici ¢asti elipsy z bodu A do bodu
B.

=7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

-1

Priklad 1.0.15. Napiste parametrické rovnice oblouku kruznice
22+ 9% — 6 — 12y + 41 = 0,

ktery lezi v poloroviné
{(z,y) e R* y <z +5}.

Priklad 1.0.16. Napiste parametrické rovnice kiivky
1622 + 36y* + 162 — 108y — 59 = 0.
Piiklad 1.0.17. Zakreslete kiivku ¢ : I — R? definovanou pfedpisem
a) p(t) = (24,271, t e R
b) p(t) = (3,371 —9%) ¢t € [0,1]
¢) ¢(t) = (log, (sint),sin’¢),t € [5,2]

Vysledky
1.0.1. L(z,y) = (22 + 5, 3y + 3)
1.0.2. L(z,y,2) = (0, y — 3, 2)
1.0.3. ¢(t) = (2cost, 2sint),t € [?jf, %T]

1.0.4. ¢(t) = (2cost — 1, 2sint + 2),¢ € [r, 2]

1.0.5. o(t) = (t, t?),t € [—4,2]

16



1.0.6. o(t) = (t*, t),t € [-2,1]
1.0.7. o(t) = (1+3t,24+t,3—1t),t €[0,1]

1.0.8. Kfivka ¢ je ¢ast sinusoidy y = 2sinz + 5 z bodu [0, 5] do bodu [Z,7].

2
8y
_ 7 -
6
(1)
‘ - \\ 5 \\ 7
y=2sin(x) + 5 \ / 5 s
\ / \ /
/
4
T 3
2
1
X
—3m/2 T -2 0 /2 ™ 3m/2 2m 5m/2

1.0.9. p(t) = (—(t —3)2 + 1, t),t € [1,6]

1.0.10. (t) = (t, [|t| — 1]),t € [~1,3]

1.0.11. p(t) = (2cost + 3, 2sint — 4),t € [-F, §]
1.0.12. ¢(t) = (2cost + 5, 3sint +4),¢ € [3F, 2]
1.0.13. p(t) = (£ + 1, t),t € [-1, 3]

1.0.14. ¢(t) = (3cost — 4, 2sint + 3),t € [Z, 2]

1.0.15. ¢(t) = (2cost + 3, 2sint 4 6),¢ € [, 2]

10]Y
9
8
7
6
5
4
3
2
1
X
7 % /5 4 B =2 1 o0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
y=x+5 1

17



1.0.16. Kfivka ¢ je elipsa se stiedem [—1; 2] s délkami poloos 3 a 2,

1
o(t) = (3cost — =, 2sint + =), t € [0, 2m)

1.0.17. a) Kfivka ¢ je jedna vétev hyperboly y = % pro x > 0.

b) Kfivka ¢ je jedna ¢ast grafu exponencialni funkce y = 4* z bodu [—%; %]

do bodu [0;1].

18



2. Diferencialni pocet

2.1 Diferencialni pocet funkce jedné proménné

Pripomenme nejprve definici derivace.

Definice 2.1.1. Derivaci funkce f : R — R v bodé a € D?c definujeme jako

) — tim 1) = 1(@)

r—a T —aQ

(2.1)

Pokud tato limita existuje a ma kone¢nou hodnotu, pak fikame, ze funkce f
je diferencovatelna v bodé a (nebo také, Ze f mé vlastni derivaci v bodé a).

Jaky je geometricky vyznam derivace? Zvolme bod a € D; pevné a nékde v
jeho blizkosti zvolme libovolné bod x. Podil

f(x) ~ f(0) 22)
r—a

je podil dvou odvésen v néjakém pravouhlém trojuhelniku. Zaroven je toto ¢islo
smérnici pfimky (seCny) prochézejici body [a, f(a)] a [z, f(x)]. Nyni si pred-
stavme, ze budeme bod z volit porad blize k bodu a - tim budeme dostavat
pofad mensi a mensi trojihelniky. Cim vice se budeme bodem z pfiblizovat k
bodu a, tim vice se nam bude zdat, ze pirepona tohoto trojihelniku lezi na tecné
k funkci f v bodé a. Smérnice této tecny je tedy limitou tohoto podilu (2.2) v
takovém ”nekonecné malém trojihelniku”. Zaroven je rovna tangenté thlu a v
tomto trojuhelniku, tj.

k= f'(a) = lim Ja) = fla) _ tg o (2.3)

r—a T —a

] /

f(x)-f(a)

f(a) 7

8Vzpometime si, ze funkce tangens je v pravouhlém trojihelniku deﬁ.novéna jako podil
protilehlé odvésny ku pfilehlé odvésné k danému thlu. (nebot tg = £2)

Ccos
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Poznamka. Touto konstrukei jsme popsali pouze existenci jednostranné derivace.
Derivace funkce f v bodé a existuje tehdy, existuje-li tato limita zprava i zleva a
maji stejnou hodnotu.

Pozndmka. Takova limita (2.1) je vzdy typu %, coz je neurcity vyraz. Pokud tedy
pocitame derivaci piimo z definice, vZdy musime pii vypoctu této limity provést
néjaké ipravy nebo pouzit znamé limity, nikdy nelze ihned dosadit za z = a.

Pozndmka. Zavedenim substituce h := x — a v definici (2.1) ziskame

) — tim L0 = S @)

h—0 h

, (2.4)

coz se ¢asto udava jako definice derivace funkce f : R — R v bodé a € DY, ktera
je ekvivalentni s definici 2.1.1.

Zkusme si nyni spocitat derivace nékterych funkci pfimo z definice.

Priklad 2.1.2. Spoc¢téme derivaci linearni funkce

f(z) =kz +q,
kde k,q € R jsou libovolné konstanty.
f'(a) = limM — lim kzx+q—ka—gq — hmm — k.
T—a xr—a r—a Tr—a r—a T — a

ProtoZe a € Dy mohl byt libovolny bod, ziskdvame, Ze pro vSechna x € Dy plati
(kx +q) = k.
Priklad 2.1.3. Spoc¢téme derivaci funkce
fla) =2
Zvolme a € Dy libovolné.

Fla) = tim IO =Sy o woate)
T—a r—a r—a T — @ I T —a

= lim(z +a) = a+ a = 2a.
Tr—a
Tedy pro vSechna x € Dy plati
(%) = 2.

Priklad 2.1.4. Spoc¢téme derivaci funkce

flz) =2
Zvolme a € Dy libovolné.
i 3 _ 3 . 9 9
fl(@):hmM:hmx a :hm (1’ a)(m +a$+a ) _
r—a r—a Tz—a T — Q T—a T —a

= lim(2* + az + a®) = a® + a* + a® = 3a*.
Tr—a

Tedy pro vSechna x € Dy plati

(%) = 322
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Priklad 2.1.5. Spoc¢téme derivaci mocninné funkce

f(z) =2a"
pro n € N. Zvolme a € Dy libovolné.
Py — i 1O IO
T—a Tr—a Tz—a T — Q
(x—a)(z" ' +ax" 2+ +a" 2w+ a")

r—a r —a

" —a”

=lim(z" " +az" P+ +a"Pr+a") =
r—a

— an—l +aan—2 4o +an—2a+an—1 — nan—l'

Tedy pro vSechna x € Dy a n € N plati
(") = na™ " (2.5)

Tento vztah pro derivaci mocninné funkce plati i pro libovolné n € R. (to lze
uk4zat napt. pouzitim definice obecné mocniny a* = e®n9).

Vsechny tzv. "tabulkové” derivace, které je potieba si pamatovat se odvodi
stejnym zptisobem, tj. vypoctem limity (2.1).

| f F D(f) D(F) Pozn.
const. R o (tj. jako D(f) )
™ nz* 1 R . neN
b ar®? r>0 . ac R
e’ e R .
a® a®lna R . az0
Inz % r>0 .
log, x e >0 . a€ (0,1) U (1, 4o0)
sinx COS T R .
cos T —sinx R )
tgr ﬁz_: r#F 5 +km .
cotg z _si-n—gl; I # km .
arcsinx 11_12 (—1,1} (-1,1) v +1: jen jednostranné derivace
arccos © — 1];::2 (—1,1} (-1,1) v +1: jen jednostranné derivace
arctg r H—lzg R .
arccotg r —H—lzf R .

Obrazek 2.1: Tabulka zakladnich derivaci

9V piedchézejicich piikladech jsme pouzili rozklad na souéin podle vzorcii:

A? - B?*=(A-B)(A+ B)
A® - B® = (A- B)(A® + AB + B?)
A" —B"=(A-B)(A" '+ A" ?B+..-+ AB"? 4+ B")
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Definice 2.1.6. Rekneme, Ze funkce f : R — R spojita v bodé a € Dy, pokud
lim f(x) = f(a). (2.6)

Rekneme, 7e funkce f : R — R spojita na intervalu / C R, pokud je spojita v
kazdém bodé tohoto intervalu, tj.

Vael: limf(x)=f(a)

pricemz je-li a krajnim bodem intervalu I, pak hovofime o jednostranné spojitosti
a limita (2.6) je jednostranna (zleva ¢ zprava).

Znaceni. Zéapisem f € C(I) rozumime, Ze funkce f je spojitd na intervalu I.
Znaceni. Zapisem f € C*(I) rozumime, Ze funkce f je spojitd na intervalu I a
vSechny jeji derivace az do Tadu k existuji a jsou spojité na intervalu I.
Naésledujici tvrzeni fika, Ze z existence vlastni derivace vyplyva spoji-
tost. Opacna implikace ale neplati, tj. ze spojitosti nevyplyva existence derivace.

Tvrzeni 2.1.7 (Vztah derivace a spojitosti). Necht f : R — R a a € Dy. Pokud
existuje f'(a) a mad koneénou hodnotu, pak funkce f je spojitd v bodé a.

Diikaz. Chceme ukazat, ze

lim f(z) = f(a),

r—ra

tedy
lim (f(z) — f(a)) = 0.

Tr—a

Rozsitenim vyrazu ziskdme

lim (f(z) — f(a)) = lim @) = Jta) (x —a) = lim @) = Jta) lim(z —a) =

T—a Tr—a Tr—a T—a Tr—a T—a
= f'(a)-0=0.

Ve druhé rovnosti jsme vyuzili vétu o limité soucinu, nebot pfedpokladame, ze
existuje koneéné derivace f’(a) a tedy prava strana rovnosti ma smysl. (v piipadé,
kdyby f’(a) byla nevlastni, tj. £o00, pak bychom vétu o limité soucinu pouZit
nemohli, nebot oo - 0 je neurcity vyraz)

O
Poznamka. Ze spojitosti nevyplyva existence derivace. Protipiikladem muze byt
funkce

fx) = |af,

ktera je spojitad v 0 ale derivace f’(0) neexistuje.
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Tvrzeni 2.1.8 (Linearita derivace). Necht [ a g jsou diferencovatelné funkce na
intervalu I a necht a,b € R jsou konstanty. Pak

(af(z) +bg(x)) = af (x) + by'(x) (2.7)

Derivace je linearni zobrazeni - tedy derivace souctu funkci je soucet jejich
derivaci a zaroven derivace skaldrniho nasobku néjaké funkce je skalarni nasobek
jeji derivace, tj. multiplikativni konstantu lze vytykat pred derivaci. Pti derivovani
vyuzivame linearitu derivace nasledujicim zptisobem.

Priklad 2.1.9.
(22° + 3sinz)’ = 2(z*)' + 3(sinz)’ = 62 + 3cosx
Ptipomenme zakladni pravidla pro pocitani s derivacemi - jak se derivuje
soudin a podil funkci a funkce slozena (fetizkové pravidlo).
Tvrzeni 2.1.10 (Pravidla pro pocitani s derivacemi).
(fg)' =fg+fg
(i)’ _f9-1g
9 9?
(fg(x)))" = f(g(x)) - g'(x)

Pfipomenme, zZe z prvni derivace ur¢ime intervaly monotonie a stacionarni
body; z druhé derivace urc¢ime intervaly konvexity a inflexni body.

Tvrzeni 2.1.11 (Vztah monotonie a 1. derivace).
Je-li f' > 0 na intervalu I, pak funkce f je rostouci na I.
Je-li f' < 0 na intervalu I, pak funkce f je klesajici na I.
Tvrzeni 2.1.12 (Vztah konvexity a 2. derivace).
Je-li f" >0 na intervalu I, pak funkce f je konvexni na I.
Je-li f" <0 na intervalu I, pak funkce f je konkdvni na I.

Definice 2.1.13 (Staciondrni bod). Je-li f’(a) = 0, pak bod a nazyvame staci-
onarni bod funkce f.

Pozndmka. Stacionarni bod funkce (téz kriticky bod) je bod podeziely z extrému.
Pfesnéji, je to bod, ve kterém ma dand funkce te¢nou s nulovou smérnici (tj. tecna
je konstantni funkce). Napt. funkce y = 2 ma jediny stacionarni bod z = 0, ale
nemda v tomto bodé extrém.

y=x°
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Definice 2.1.14 (Inflexni bod). Je-li f”(a) = 0 a f” v tomto bodé méni zna-
ménku, nazyvame bod a inflexni bod funkce f.

Poznamka. Inflexni bod je tedy takovy bod, ve kterém dochézi ke zméné prohnuti
z konvexniho na konkavni nebo naopak.

Priklad 2.1.15. VySetfeme pribéh funkce
f(z) = 2* — 62° + 9z.
Defini¢énim oborem této funkce je Dy = R. Prvni derivace této funkce je
f/(z) = 32% — 122 + 9.
Hledejme stacionarni body funkce f, tedy feSme rovnici f'(x) =0
322 — 1224+ 9 =0

3(z° —4x+3) =0
3(z—3)(x—1)=0
r=3 V z=1

Podivejme se na znaménka prvni derivace na intervalech (—oo, 1), (1,3) a (3, 00).
V€ (—o0,1) : f'(x) > 0 = Funkee f je rostouci na intervalu (—oo, 1).

Vo € (1,3) : f'(x) < 0 = Funkce f je klesajici na intervalu (1, 3).
Vo € (3,00) : f'(x) > 0 = Funkce f je rostouci na intervalu (3, c0).

V bodé = = 1 nabyva funkce lokalniho maxima a jeho y-ova soutadnice je
f()y=1"-6-1"+9-1=4.
V bodé x = 3 nabyva funkce lokalniho minima a jeho y-ova soufadnice je
f(3)=3-6-3+9-3=0.
Druha derivace této funkce je
f(z) = 6z — 12

Polozime-li f”(x) = 0, je feSenim této rovnice x = 2 a tento bod je skute¢né
inflexnim bodem funkce f, nebot:

Vo € (—o00,2) : f"(x) < 0= Funkee f je konkdvni na intervalu (—oo0, 2).

Vo € (2,00) : f"(x) > 0 = Funkce f je konvexni na intervalu (2, +00).

Dopoctéme y-ovou soutadnici inflexniho bodu:

f(2)=2>-6-249.2=2.
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Urceme limity v krajnich bodech defini¢niho oboru:

6 9
lim (2° —62° 4+ 9z) = lim 2°(1— =+ =) =o00(1 —0+0) = 400
z—+00 T—+00 € X
lim (2% — 62% 4+ 92) = lim x3(1—§+2):—oo(1—0+0):—oo
T——00 T —00 Tz x?

Urcéeme pruseciky s osou z, tedy feSme rovnici f(x) = 0.
2% — 622 + 92 =0
z(z? — 6z +9) =0
z(z—3)2=0
r=0 V x=3
Tedy priseciky s osou z jsou [0,0] a [3,0].

7y
6
5
lokalni maximum
4
3
inflexni bod
2
1
lokalni minimum X
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
y=x3- 6x2 + 9x

Obréazek 2.2: Graf funkce f(z) = 2® — 622 + 9z

Jak rozhodnout o tom, zda ma funkce v né€jakém stacionarnim bodé extrém?
Jedna moznost je podivat se na okoli tohoto bodu a urcit intervaly monotonie, tj.
kde je funkce rostouci a kde klesajici. Z toho ihned usoudime, zda jde o extrém
a jakého typu. Druhou moznosti je pouzit nasledujici tvrzeni o vztahu druhé
derivace a lokalnich extrémi.

Tvrzeni 2.1.16 (Vztah 2. derivace a lokalnich extrémii.). Necht a je staciondrni
bod funkce f.

Je-li f"(a) >0, pak a je lokdini minimum funkce f.

Je-li f"(a) <0, pak a je lokdlni mazimum funkce f.
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Priklad 2.1.17. Najdéme extrém funkce

f(z) =2* -3z
Spoctéme prvni i druhou derivaci.

fl(x) =32 -3

f"(z) =6z

Funkce f mé dva stacionarni body, nebot
fl(z)=0 < 3(2°—1)=0 < 2=+
Vyuzitim predchoziho tvrzeni dostavame:
f"(1) =6 >0 = funkce f nabyva minima pro z = 1.
f"(=1) = -6 <0 = funkce f nabyva maxima pro z = —1.
Priklad 2.1.18. Urceme rovnici tecny k funkci
f(x) =2 -6z +5
v bodé a = 1. Hledame tedy rovnici pfimky ve tvaru
y = kx +q,

pri¢emz smérnice této primky ma byt stejna jako derivace funkce f v bodé a,
tedy
k= f'(a).

Spoctéme tedy derivaci funkce f a vycisleme ji v bodé a = 1.
() =2x—6

F)=2-1-6=-4=k

Te¢na musi zaroveri prochazet bodem [1; f(1)], tedy rovnice
y=—4x +q
musi byt splnéna, je-li z =1 a y = f(1) = 0. Dosazenim do této rovnice ziskdme:
O0=—-4-14+q = qg=4
Rovnice hledané tecny tedy je

y=—4xr +4
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y=-4x+4

4

3

2

1

Te¢ny bod iy

—4HH=3H=2-H=1110 6 7 8 9 10

-1

2 y=x2-6x+5

-3

-4

Obrézek 2.3: Tecna y = —4x + 4 ke grafu funkce f(z) = 2*> — 62 + 5 v bodé [1; 0]

Definice 2.1.19. Tecna ke grafu funkce f v bodé [a; f(a)] je piimka o rovnici
y = fla)+ f'(a)(z - a) (2.8)

Poznamka. Tato definice zahrnuje pouze tecny, které jsou grafy linearni funkce.
Tecna ke grafu néjaké funkce ale mtize byt i svisld primka, tj. primka o rovnici
x = C, kde C € R je konstanta. Naptiklad funkce

flx) =z

mé v bodé a = 0 teénu o rovnici z = 0.

27



2.1.1 Tayloriv polynom

Definice 2.1.20. Polynom stupné n € N s koeficienty ax € R, a,, # 0, je funkce

p(z) = Z ax” = ag + a1z + agr® + azz® + - - + a,a” (2.9)
k=0

Polynomy maji ty pfijemné vlastnosti, zZe se snadno derivuji i integruji a
snadno je lze vycislit v néjakém bodeé. Vycislit polynom stupné n v né€jakém kon-
krétnim bodé predstavuje konecny pocet aritmetickych operaci - nejprve umoc-
nime (nanejvys) n ¢isel, pak kazdou z téchto mocnin vynasobime nebo vydélime
néjakou konstantou a na zavér tyto diléi mezivysledky secteme. Tedy pii vy-
¢islovani polynomu n-tého stupné provedeme nanejvys n? 4+ n — 1 aritmetickych
operaci. Vy¢islit polynom v racionalnim bodé bychom tedy méli vzdy dokazat
(alespon teoreticky) bez pouziti kalkulacky.

Problém mutZe byt nasledujici: Reknéme, Ze nés zajima p¥iblizna hodnota
cos 0,02

a nemame zrovna po ruce kalkulacku. Dokazeme-li funkci cos x aproximovat na
okoli nuly né€jakym vhodnym polynomem, pak hodnotu cos 0,02 mtzeme odhad-
nout hodnotou tohoto polynomu v bodé 0,02. Vzdy se pfi tom ale dopustime
néjaké chyby - a tato chyba je tim mensi, ¢im lepsi je tato aproximace, tedy ¢im
vyssi je stupen tohoto polynomu.

Definice 2.1.21 (Taylortiv polynom). Ma-li funkce f : R — R v bodé a € Dy
vlastni derivace az do fadu n vcetné, tj.

3f(a), f'(a), f"(a), -, f™(a) €R,

pak Taylorovym polynomem funkce f v bodé a stupné n rozumime

n k) (g
Ta() =) fk—!()(x —a)t (2.10)

neboli

f"(a)

n!

f"(a)
2!

H@) = fl0) + F@ @ —a) + 2@ a4 T Dy

Poznamka. Méjme na paméti, ze Taylortv polynom je vzdy polynom - umocnénim
viech zavorek (z — a)* a tipravou vyrazu bychom Taylorfiv polynom tvaru (2.10)
dokéazali upravit na polynom v zakladnim tvaru (2.9). Nemusime to ale vzdy
nutné délat. V nékterych situacich Taylortiv polynom nebudeme upravovat na

zékladni tvar polynomu a spokojime se se zépisem ve tvaru (2.10).
Pozndmka. Taylorav polynom 1. stupné je totéz jako rovnice te¢ny tvaru (2.8).

Pozndmka. Tayloriv polynom v bodé a = 0 nazyvame Maclauriniiv polynom.
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Priklad 2.1.22. Spoc¢téme Taylortv polynom druhého stupné funkce
f(z) = cosx

v bodé a = 0.

Potfebujeme tedy spocitat f(0), f/(0) a f”(0).

f(0) =cos0 =1
f'(x) = —sinz|—g = —sin0 =0
f"(z) = —cos x|p=g = —cos0 = —1

Nyni jiz mtzeme hledany Taylortiv polynom sestavit:
(=1 x’

(O 2 _
BT =1+0-z+ TR —1—?

Funkci cos z tedy mizeme na okoli nuly aproximovat kvadratickou funkci

Tho(2) = £(0) + £/(0) - +

£C2

(m)zl—?

T2

cosz,0
Mluvime tedy o kvadratické aproximaci.

3y

:/ | vlz |
y=1-x2/2 1

y = cosx

-2

-3

Vratme se nyni k pfedchozi otézce - hodnotu cos 0,02 nyni miZzeme odhadnout
hodnotou Taylorova polynomu funkce cos x v tomto bodé, tedy

0,022 04
cos0,02 1 ———=1- 0,00

= 1 —0,0002 = 0,9998.

Porovname-li tuto pfibliznou hodnotu s presnou hodnotou cos 0,02 ziskanou po-
moci kalkulacky, zjistime, ze

| cos 0,02 — T?

cos z,0

(0,02)| = 0,000000006 < 10~%

Vidime, Ze chyba, které se pfi této aproximaci dopustime je velmi mal. Rikdme,
ze chyba je fadu 1078.
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Zkusme si nyni najit Tayloriv polynom funkce cos x v nule vyssiho radu, tieba
rfadu ¢tyti, Sest nebo osm. Potfebujeme tedy spocitat vSechny jeji derivace az do
rfadu osm v bodé a = 0.

®)(z) = sinz],—g = sin0 = 0

f(4 (x) = cosx|,—g = cos0 =1
G)(z) = —sinz|p—o = —sin0 =0
f(G)(.a:) = —COSZ|peg = —cos0 = —1

FD(z) = sinx|y— = sin0 = 0
F® () = cos x|y—g = cos 0 = 1
Tedy jiz mizeme sestavit Taylortiv polynom osmého fadu funkce cosz v bodé 0:

2 xt 28 a8

8
Tcos:cO( )_1_5+E_5+§

cos x,0

y = cos(x)

i

cos x,0 Tcos x,0
Obrazek 2.4: Taylorovy polynomy funkce cosx v bodé 0 stupnu 2, 4, 6 a 8.

Mozné uz tusite, jak by to pokracovalo dal. Posloupnost derivaci f*)(a) pro
funkci f(x) = cosx v bodé a = 0 je posloupnost

17 Oa _17 07 17 07 _17 07

Tedy umime najit Taylortv polynom funkce cosz v 0 libovolného stupné n:

x2 5(34 x2n

T” =1- — - ...
Cos:pO() 2+4| +

neboli

Thoesol®) = 3 oy (1" (2.11)



Pokud bychom si vykreslili tento Taylortiv polynom tieba pro n = 1000, tak
se nam bude zdat, ze ho na tomto intervalu uz nerozezname od funkce kosinus.
(avSak zdani klame - vzdy mezi nimi bude néjaka mald odchylka). Véfte nebo
ne, funkce kosinus je skuteéné limitou této posloupnosti (2.11). Tedy pro kazdé
xr € R plati:

cosx = lim

Tento "nekonec¢ny Taylortiv polynom”nazyvame Taylorovou fadou a funkce cos
je skutecné rovina jejimu souctu. Toto pfijmeme za definici funkce kosinus. Neni
to vSak zadna "nova”definice - i kdyz to na prvni pohled neni vidét, je to pfesné
ta sama funkce kosinus, kterou zname ze stfedni skoly.

Zkuste si rozmyslet, ze podobné bychom mohli rozvinout funkci sinz i e”.
Shrime to v nasledujici definici.

Definice 2.1.23 (Taylovovy fady). Pro kazdé x € R (resp. C) plati:

OOI
kzk_

o0 2k+1 L
s =3 Gy )
k:0

2k

cosT = kzzg 2n (—1)k

Nésledujici tvrzeni je znamé jako tzv. Eulerova formule a tika, jak lze vyjadrit
komplexni exponencidlu pomoci realného sinu a realného kosinu. Jinymi slovy
udava vztah mezi goniometrickym a exponencialnim tvarem komplexniho cisla
jednotkové velikosti.

Tvrzeni 2.1.24 (Eulerova formule).

VeeR: €7 =cosx+isine
Diikaz.
iz _ — (ix)* _ a? | ogatogat | ogad _
e —;0 1 =1+ iz + §+z 3~|—z I+Z R
_, 2 o I— x5 B
= +w—§—z§+ﬁ+ 5T
0 2?7t . L B .
—( —§+I+---)+z(x— 5—1— 5) =COST +1sInw
V prvnim kroku jsme nahradili funkci e jeji Taylorovou fadou, poté jsme vyu-
zili definici imaginarni jednotky (i* = —1), dale jsme fady pierovnali a nésledné

vyuzili Taylorovy fady sinu a kosinu.

]

31



2.2 Diferencialni pocet funkci vice proménnych

Definice 2.2.1. Parcidlni derivace funkce f: R? — R v bod8 [zg,yo] € D; defi-
nujeme jako:

g—f($o,yo) = lim f(xayO) B f(x())y())

X T—T0 r — X

g_f(xo, yO) = lim f(x()uy) B f(x()uy())
) y—=yo Y—%

Pokud se na funkei f(z, y) divime jako na funkci proménné z s parametrem y
a za hodnotu tohoto parametru pevné zvolime néjaké ¢islo yq, pak funkece f(z, yo)
je funkce jedné proménné - proménné x. Ozna¢me tuto funkci g(x) := f(x, yo).
Jeji derivace v bodé x( tedy je
. g\x) — g\T
(9(a)) (20) = tim D= 9T0)

T—T0 Tr — f[,'o

Takova funkce g tedy ”vznikne”fezem grafu funkce f(x, y) rovinou y = yp.

Obrézek 2.5: Rezy grafu funkce f (z,y) = e~ (@ +y?)

Parcialni derivace funkce vice proménnych je tedy totéz jako derivace funkce
jedné proménné (kterou jsme si odvodili v sekci 2.1), pokud se na ostatni pro-
ménné divame jako na parametry.

9Rezem grafu funkce f(z,y) = e~(@*+v) rovinami y=0,y=—-lay= % jsou funkce

i) == f(z,0) =",



Definice 2.2.2 (Gradient). Gradient funkce f: R* — R v bodé A € Dy je vektor
parcialnich derivaci

V() = grad f4) = (G0, L ()

Gradient udava smér nejvétsiho ristu v daném bodé. Ukazme si to na nasle-
dujicim prikladé.
Priklad 2.2.3. Uréeme gradient funkce
fla,y) = /36 — da? — 4y?

v bodé A =[-1; —2].

Urceme nejprve defini¢ni obor této funkce. Vyraz pod odmocninou musi byt
nezaporny, tedy
36 — 4z? — 4y® > 0,
z ¢ehoz dostaneme podminku
22 +9* <9,
Definiénim oborem této funkce je tedy kruh o poloméru 3 se stfedem v [0, 0].
Spoc¢téme nyni parcialni derivace funkce f a vycisleme je v bodé A.

of 8z 4
9 Y = TS A a1y ‘[—1;—2] “Um
of 8y 8
oy Y = TS A d gy ‘[—1;—21 “ V%

Tedy gradient funkce f v bodé A je vektor
Vi(4) = (1,2).

Obrézek 2.6: Graf funkee f(z,y) = /36 — 422 — 4y?
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Co jsme nyni vlastné spocitali? Podivame-li se na graf funkce f "shora”, tj.
v roviné zy (jako bychom se divali na mapu, pficemz graf funkce f si mtzeme
predstavovat tieba jako né&jakou horu ¢ kopec) a postavime se na této mapé
do bodu [—1; —2], pak vime, Ze k tomu, abychom §li ve sméru nejvétsiho rustu,
musime udélat na mapé jeden krok doprava ve sméru osy x a dva kroky nahoru
ve sméru osy .

Definice 2.2.4 (Staciondrni bod). Necht f: R? — R je diferencovatelna v bodé
A € Dy. Rekneme, Ze A je stacionarni bod funkee f, pokud

Vf(A) =0

Pozndmka. Stacionarni bod je tedy bod, ve kterém jsou obé parcidlni derivace
nulové. Jinymi slovy je to bod, ve kterém je tecnd rovina ke grafu funkce f
rovnobézné s rovinou z = 0 (tj. s rovinou zy). Jde tedy o "bod podeziely z
extrému”.

Pozndmka. Staciondrni bod funkce f(x,y) = /36 — 422 — 4y? z predchoziho p¥i-
kladu je [0,0] a tento bod je skutec¢né extrémem funkce f.
Priklad 2.2.5. Funkce
flz,y) =2° —y*
mé jediny stacionarni bod [0; 0], avSak v tomto bodé nemé extrém.

Obréazek 2.7: Graf funkce f(z,y) = 2* — 32

Rezem grafu funkce f rovinou y = 0 je funkce

g(z) = f(z,0) =2,

tedy konvexni parabola, kterda ma v bodé [0; 0] minimum, zatimco Fezem grafu
funkce f rovinou x = 0 je funkce

hy) = f(0,y) = =7,

tedy konkavni parabola, kterd ma v bodé [0; 0] maximum. Takovy bod nazyvame
sedlovy bod.
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Definice 2.2.6 (Tefn4 rovina). Necht f: R* — R je diferencovatelna funkce v
bodé A = [zg, o] € Dy. Teénd rovina k funkci f v bodé [z, yo, f(A)] je rovina

2= 1)+ e =0 + S - ) (2.13)

Poznamka. Tato definice zahrnuje pouze tecné roviny, které jsou grafy funkci
proménnych z a y, tj. roviny tvaru z = az + by + ¢, kde a, b, ¢ € R. Nezahrnuje
tecné roviny, které jsou rovnobézné s rovinou x = 0 nebo y = 0.

Priklad 2.2.7. Funkce
3
flz,y) = Vz

ma v bodé [0, 0, 0] te¢nou rovinu = = 0.

Priklad 2.2.8. Funkce
o, y) = il

neni diferencovatelnd v bodé [0,0, 1] a tedy jeji te¢na rovina v tomto bodé nee-
xistuje. (vypadaé to, jako kdyby v tomto bodé méla jakysi ”ostry”hrot)
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Priklad 2.2.9. Najdéme rovnici te¢né roviny k funkci

flz,y)=(y—2) Sing

v bodé A = [r; 2].
Potfebujeme tedy spocitat f(A), g—f:(A), 5y

f(m, 2)=(2—m) sing:2—7r

%(m,y):—sin§+(y—x)cosg-§ [ﬂ;2]:—1+(2—7r)cosg-%:—1
OF (5 y) =sin® + (y — ) cos & (=) — 1+ (2-meost-(-0)=1
oy~ y Y y v Im 4
Nyni jiz mtzeme sestavit rovnici tecné roviny:

0 0
z:f(A)—i-a—];(A)(as—ﬂ)-l—a—i(A)(y—Q):2—7r—1-(:7c—7r)+1-(y—2)

Tec¢néa rovnice tedy je

Obrazek 2.8: Graf funkce f(z,y) = (y — ) sin { a jeji teéné roviny z = —x +y

9L §i mizete predstavovat, Ze y je konstanta (n&jaké kon-

10D%: -t X co1 . .
Pri vypoctu parcialni derivace
krétni ¢islo) a derivujete funkci proménné z. (stejné tak obracené)
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Umluva. Zépisem

o0 f

Oy Ox
budeme rozumét smisenou parcialni derivaci, kdy funkci f nejprve derivujeme
podle proménné = a poté podle proménné y.

Priklad 2.2.10. Je ddna funkce
flz,y) = 25y +  siny.

Vv 52
Vypoctéme 83’—81;.

g—i(x, y) = 52ty + siny.

9% f

9y 0% (z,y) = 52" + cosy.

Nyni vypoctéme %.

g(m,y) = 2° + 7 cos y.

Ay
o0 f
oz 0y
Clovek, ktery nyni poprvé parcidlné derivuje ke svému piekvapeni zjisti, Ze
smiSené parcidlni derivace vysly stejné. To neni ndhoda. Plati to pro vsSechny

"rozumné” funkce. Nyni upfesnime, co v tomto ptripadé znamena adjektivum ro-
zumné.

(z,y) = 52 + cosy.

Definice 2.2.11. Nechf f: R? - R a M C D;. Rekneme, 7e funkce f t¥idy C?
na mnoziné M a piSeme

f €M),
pokud je spojita na M a vSechny parcialni derivace
g 8_f 0*f 02f O°f O°f
Ox’ dy’ 0x2’ dy?’ dx Oy’ Oy Ox

existuji a jsou spojité na mnoziné M.
Pozndmka. Rikdme také, Ze funkce f dvakrat spojité diferencovatelna na M.
Pozndmka. V piikladu 2.2.10 mtZe byt mnozinou M celd rovina, tj. M = R2.
Véta 2.2.12 (Zaménnost smisenych parcidlnich derivaci). Je-li f € C?*(M), pak
na mnozine M plati:
>*f  OPf
dydr  Oxdy

Definice 2.2.13. Necht f: R*? - R, M C D; a k € N. Rekneme, Ze funkce f
t¥idy C* na mnoziné M a piSeme

fe (M),

pokud vSechny parcialni derivace az do fadu k vcetné existuji a jsou spojité na
mnoziné M.
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Pripomenme si tzv. Pascaliiv trojahelnik - kazdé ¢islo v tomto trojuhelniku
je souc¢tem dvou ¢isel nad nim.

0 1

1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

S S S S S S S
5 e i 68 55
—
I
(@)
I
—_

I kdyz to na prvni pohled nemusi byt ziejmé, k-té ¢islo v n-tém radku Pasca-
lova trojuhelniku je zaroven kombinac¢nim c¢islem

n
k
Ptipomenme, ze toto ¢islo udava pocet kombinaci bez opakovani k-té tiidy z

n prvkl a vypocteme jej jako (Z) = #’_k), Cisla v n-tém fadku Pascalova
trojuhelniku jsou zaroven koeficienty v binomickém rozvoji

(A+ B)"
Pron =0 je
(A+B)? =1
Pron =1 je
(A+B)!'=A+B
Pron =2 je
(A+ B)? = A> + 2AB + B?
Pron =3 je
(A+ B)* = A* + 3A’B + 3AB* + B®
Pron =4 je

(A+ B)' = A+ 4A°B + 6A’B* + 4AB* + B*
Pojdme to nyni napsat obecné pro n € N:

(A+ B)" = i (Z) Ank B (2.14)

k=0

Tomuto tvrzeni fikdme binomicka véta.

U Napiiklad pocet zpiisobti kolika miize vyvolat ucitel k tabuli na tstni zkouSeni 3 zaky ve
ttidé s 20 détmi je
20\ 20! ~20-19-18-17!
3) 31-(20-3)! 317!

Uvédomme si, ze v této situaci je aplné jedno v jakém pofadi ucitel bude vyvolavat zaky k
tabuli nebo jak budou tito t¥i Zaci stat u tabule vedle sebe - proto nezalezi na usporadani prvkt
ve skupiné a tedy se jedna o kombinace. Kazdy zak je samoziejmé jiny - proto prvky ve skupiné
se nemohou opakovat, tedy jde o kombinace bez opakovani.

=20-19-3 =1140
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Tuto souvislost Pascalova trojihelniku s kombinatorikou a zaroven s algebrou
jste mozna uz objevili na stfedni skole. Nyni uvidime souvislost s Taylorovym
polynomem funkce vice proménnych.

2.2.1 Tayloriv polynom

Definice 2.2.14 (Totalni diferencidl). Necht funkce f: R?* — R je tiidy C" na
néjakém okoli bodu A = [z, yo] € D pro néjaké n € N. Potom:

e Pron = 1 definujeme totalni diferencial 1. fadu funkce f v bodé A jako

L} ae.) = S (A) o — ) + S () — )

e Pron = 2 definujeme totalni diferencial 2. fadu funkce f v bodé A jako

0*f

0? o?
L ale,y) = S (A)r—w)*+27L !

0z 0y (A)(x—:vo)(y—yo)—i—a—yz(A)(y—yo)Q

e Pro n = 3 definujeme totalni diferencial 3. fadu funkce f v bodé A jako

3 o?
L a(o.) = 55N — 20)* + 35 (A)le = 20y — o) +
3 3
+350 (A)e = o)y — ) + SH(A)w o)

e Pro obecné n € N definujeme totalni diferencial fadu n funkce f v bodé
A jako

Ljaloi) =3 (}) g = = (215

k=0

Pozndmka. Totéalni diferencial n-tého fadu je tedy polynom promeénnych z a v,
jehoz koeficienty jsou ¢isla v n-tém radku Pascalova trojuhelniku.

Definice 2.2.15 (Taylortiv polynom). Necht funkce f: R? — R je tiidy C™ na
néjakém okoli bodu A = [z, yo| € D pro néjaké n € N. Pak Taylortv polynom
funkce f v bodé A je

n —~ 1
Tf,A(x7y> - ZEL?,A(x7y) (216>
k=0

Poznamka. Taylortiv polynom 1. stupné k funkci dvou proménnych je tec¢né ro-
vina. Taylortv polynom 2. stupné muze byt paraboloid (rota¢ni, elipticky, hyper-
bolicky) nebo ve specidlnim piipadé také rovina.
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Priklad 2.2.16. Spoc¢téme Taylortuv polynom 2. stupné funkce
fla,y)=e "

v bods A = [0,0].
Potfebujeme tedy spocitat f(A), %(A), %(A)’ %(A), giy’;(A) a aéfgy(A)-
f(0,0)=¢"=1

g—i(m,y) = 2pe Y ‘[0;0] =
ey = e | =0

%(% y) = %(% y) = daye Y ‘[O; 5 =0

%(m, y) = —2 eV fdg eV 00 = -2

giy];(x,y) = 2e "V paye Y ‘[0;0] = -2

Hledany Tayloriv polynom tedy je:

T2 (e, y) = F(A) + 2L (A) (@ - x0) + Z—imm o)+

LA =0+ 2 () (o = )y = ) + 55 4) (0~ ") =

1
:1+0x+0y+§(—2x2+0xy—2y2):1—x2—y2

Tedy linearni aproximaci funkce f v bodé [0, 0] je te¢né rovina z = 0; kvadratickou
aproximaci je te¢ny paraboloid z = 1 — 22 — 3%

Obrazek 2.9: Graf funkce f(z,y) = e~y
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Pojdme jesté spocitat Taylortv polynom 3. stupné. Ten bude mit tvar
3 1 | Lo
T 4(7,y) = f(A) + Lj 4 (7, y) + o1 L 4(7,y) + 30 L} 4(7,y)
Totalni diferencial 1. a 2. fadu jiz zname. Potfebujeme tedy jesté spocitat tieti
parcialni derivace
Bf Pf Bf Bf

8:U3( ) 8y3( )’8x8y2 (4), 8y8x2(A)’

abychom mohli sestavit totalni diferencial 3. radu.

_83f (x,y) =4x e TV Qe Y ’ =0
owayr Y~ / 0:0
83f 2 2 2 2
OF ) =ty sy | o
ay o2 (l’, y) ye Ty e ;0]
azf 2,2 2_,2 2 9
—(z,y) =4dxe T YV 44T Y —8gle T Y ‘ =4
ox3 (z,y) Te +4e r7e 00
82
a—];(x, y) =dye Y fhem TV gyttt ‘[ =1
Yy 0;0
Tedy Tayloriv polynom 3. stupné je
1 2, 2
T?,A(l‘? y) =1- 1'2 — y2 + 5(41}3 + 0$2y+ O.’l}y2 +4y3) =1 1-2 _ y2 + 52133 4 §y3

Obréazek 2.10: Taylortiv polynom 3. stupné z = 1 — 22 — y? + %x‘o’ + %y?’
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2.2.2 Derivace ve sméru

Parcialni derivace funkce f: R™ — R podle i-té proménné x;

0
63{1 (:Ula Tt 7$n)
udéva rychlost zmény funkénich hodnot ve sméru vektoru (0, ---, 0, 1, 0, - -+, 0),

kde jednicka je na i-tém misté. Specialné, pro funkci dvou proménnych % udava
rychlost zmény funkénich hodnot ve sméru vektoru (1,0) a g—; udéva rychlost
zmény funkénich hodnot ve sméru vektoru (0, 1). Nékdy bychom ale mohli byt
v situaci, kdyby nés zajimala rychlost zmény funkénich hodnot v néjakém jiném
smeéru.

Definice 2.2.17 (Derivace ve sméru). Derivaci funkce f: R* — R v bodé A € Dy
ve sméru vektoru 4 definujeme vztahem

Df(A, ) = lim {ATID = 1(4)
t—0 t
Priklad 2.2.18. Spoctéme derivaci funkce

(2.17)

flr,y)=2>+2* + o +1
v bodé A = [0;0] ve sméru vektoru @ = (1,1)

f(((),()) + t<171)) — f(070) f(tvt) — f(0,0)

Df (A, 1) = lim ; = lim . =
P22 +t+1-1 32+t
= lim rerEr = lim r_ lim(3t+1) =1
t—0 t t—0 t—0

Obrazek 2.11: Derivace funkce f v bodé A ve sméru vektoru o

Derivace funkce f v bodé A ve sméru vektoru @ tedy udava smérnici tecny
ke grafu funkce jedné proménné, ktera vznikne fezem grafu funkce f rovinou
urcenou bodem A a vektoru # kolmou na rovinu z = 0- jako bychom si vytvofili
novy souradnicovy systém z’z s pocatkem v bodé A, pficemZ za kladny smér
osy x’' povazujeme smér vektoru % a v tomto souradnicovém systému spocitali
derivaci funkce jedné proménné.
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V jednoduchych pfipadech jako je tento mizeme pocitat derivaci funkce ve
sméru piimo z definice. Vypocet limity (2.17) miZze byt ale pocetné néro¢ny.
Proto budeme v pocetnich prikladech spise vyuzivat nasledujiciho tvrzeni.

Tvrzeni 2.2.19. Necht funkce f: R™ — R je tridy C' na néjaké oteviené mnoziné
G C Dy, n € N. Derivace funkce f v bode A € G ve sméru vektoru i je

-

Df(A, @) =V f(A)-

£y

Tedy derivaci ve sméru jednotkového vektoru lze pocitat jako skalarni sou-
¢in tohoto vektoru a gradientu funkce f v bodé A.

Priklad 2.2.20. Spoctéme derivaci funkce

2
_ ¥y
f(xa y) - T
v bodé A = [—1, 1] ve sméru vektoru 4 = (—1, —3).
of _ v _
%(x,y) T2 ‘[_1;1] =1
of 2y
_— = — ::-—2
Jy (z.9) x ‘[—1;1]

Tedy gradient funkce f v bodé A je vektor
Vf(A) = <_17 _2)

Norma vektoru u je

i =+/(—1)2 4 (=3)2 = V10.
Tedy derivace f v bodé A ve sméru jednotkového vektoru u je
u 1 3 1 6 7
pen = (1L,=2) - (- S o) = e+ e
Vv10© V100 V10 V10 V10

Df(A,d)=Vf(A)-

|

(=)
|

~

—_—t e

|
=]
-

HUvédomme si, ze velikost vektoru pocitame jako délku prepony v néjakém pravoihlém
trojuhelniku.
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Podobné jako v pro funkci jedné proménné miizeme Taylortiv polynom funkce
dvou proménnych k vypoctu ptiblizné hodnoty funkce v néjakém bodé. Myslenka
je stejna: najdeme Taylortuv polynom néjaké funkce v urcitém bodé, ve kterém
ji dovedeme vycislit a dovedeme zde vycislit i jeji derivace, ktery je zaroven
"blizko” bodu, v némz chceme danou funkéni hodnotu aproximovat.

Priklad 2.2.21. Spoctéme pribliznou hodnotu
1,03%%
pomoci Taylorova polynomu 2. stupné funkce
fla,y) =¥,

Neumim je vy¢islit v bodé [1,03;0,98], ale umime ji vy¢islit v bodé [1; 1], ktery je
od néj blizko. Pojdme tedy najit Taylortv polynom této funkce v bodé A = [1;1].

%(%y) =y iy =
g—g(%y) =2¥Ing . 0
869):253/ (@) = &ajé; (,y) = ya* " Inz + xyi ‘[1;1] _q
%(x, y) =yly —1)a"™? ‘[1;1} —0
Ziyjzc(x,y) = 2¥(Inz)? ‘[1;1] —0
Tedy Tayloriiv polynom 2. stupné funkce f v bodé [1,1] je
Thalwy) = f(A) + %(A)(a: — @) + %(A)(y o)+
—i—% (%(A) (z — 20)* + 26?55@; (A) (x — 20)(y — yo) + %(A) (y — y0)2> _

1
:1+1(:p—1)+§2-1-(:p—1)(y—1):$+(x—1)(y—1)
Pojdme ho vy¢islit v bodé [1,03;0,98].
T2 ,(1,03,0,98) = 1,03 + (1,03 — 1)(0,98 — 1) = 1,03 4 0,03 - (~0,02) =

= 1,03 — 0,0006 = 1,0294

Tedy nase aproximace je
1,03%% ~ 1,0294,

pricemz chyba, které se dopustime je

1,03%% — T% ,(1,03,0,98)| = [1,02939 — 1,0294| = 0,00001 = 10"
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2.2.3 Priklady k procviceni

Priklad 2.2.22. Napiste rovnici te¢né roviny ke grafu funkce
fla.y) =2 +y° +2
v bodé A = [1;1].

Priklad 2.2.23. Napiste rovnici te¢né roviny ke grafu funkce

6337

f(z,y) = 2ttt
v bodé A = [0;1].

Priklad 2.2.24. Napiste rovnici tecné roviny ke grafu funkce
LY
x+y’

f(z,y) =In

aby byla rovnobézna s rovinou z +y — 2z + 3 = 0.

Priklad 2.2.25. Napiste rovnici te¢né roviny ke grafu funkce

f(,y) tg —
x,Y) = arcco ,
Yy g 1+ 7
aby byla kolmé na pfimku prochézejici body [2,3,7] a [1, 3, 4].
Priklad 2.2.26. Urcete Tayloriv polynom 3. stupné funkce

1

e =a=na—y

v bodé A = [0; 0]

Priklad 2.2.27. Pomoci vhodné zvoleného Taylorova polynomu 2. stupné ve
vhodné zvoleném bodé spoc¢téme pribliznou hodnotu

3e”%%1n 0,95

Vysledky
2222 z—4=2(z—1)+3(y—1)

2223.2x—2y—2z+3=0

2224, x+y—22—2—-2In2=0

2.2.25. x4+ 3z — %71:0

2.2.26. T 4(v,y) = 1+ o +y+a® +ay +y> +2° + 2%y + ay’ +o°

2.2.27. Aproximace pomoci Taylorova polynomu funkce f(z,y) = 3e*lny v
bod [0; 1] je piiblizné —0,15675.
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3. Linearni a afinni zobrazeni

3.1 Linearni zobrazeni

Ptipomenme si nasledujici zakladni pravidla, kterd pouzivame pii derivovani,
pri integrovani nebo tfeba pii vypoctu limit.

e Derivace souctu funkci je soucet jejich derivaci a zaroven multiplikativni
konstantu mizeme vytykat pred derivaci, tedy

(af(z) +bg(x)) =a f'(z) +bg(z)

e Integral souc¢tu funkci je soucet integralt téchto funkci a zaroven multipli-
kativni konstantu mtzeme vytykat pred integral, tedy

/(af(x)—i—bg(x)) da::a/f(a:)das+b/g(as)d:c

e Limitu souctu posloupnosti Ize pocitat jako soucet limit téchto posloup-
nosti, ma-li prava strana rovnosti smysl a zaroven multiplikativni konstantu
muzeme vytykat pfed limitu, tedy

lim (ca, +db,) = c¢- lim a, +d- lim b,,

n—00 n—oo n—oo

pri¢emz prava strana rovnosti ma smysl vzdy, pokud nevyjde co — oo, coz
povazujeme za neurcity vyraz (to je tedy jediné "nebezpeci”, které hrozi).

Témto vlastnostem rikdme linearita.

Definice 3.1.1 (Linearni zobrazeni). Necht XY jsou vektorové prostory nad
télesem T. Rekneme, Ze zobrazeni L : X — Y je linearni, pokud spliiuje:

Vie T VxeX L(tr)=tL(x) (3.1)

Vg€ X L +y) = L(z) + L(y) (3.2)

Pozndamka. Vlastnost (3.1) nazyvame homogenita a vlastnost (3.2) aditivita.

Priklady
e Zobrazeni L : R — R definované predpisem
L(z) =2z
je linedrni zobrazeni, nebot splituje pro kazdé t € R a x,y € R:
L(tx) =2 -tz =t2x = tL(x)

Lz +vy)=2(x+vy) =2+ 2y = L(x) + L(y)
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e Zobrazeni L : R — R definované predpisem
L(z) =2z +1
neni linearni zobrazeni, nebot
Lz+y)=2(x+y)+1=20+2y+1#L(x)+ L(y) =2+ 1+2y+1

Zde se dostavame do kolize se stiedoskolskou terminologii, kdy jsme linearni
funkci nazyvali funkci ve tvaru f(x) = ax+0b, kde a,b € R. Pouze pro b =0
jde ale o linearni zobrazeni. Pro b # 0 takové zobrazeni nazyvame afinni.

e Zobrazeni L : C'(I) — C(I) ptifazujici funkci f jeji derivaci f', tedy zob-
razeni definované predpisem
L(f)=f
je linedrni, nebot pro vSechna ¢isla t € R a diferencovatelné funkce f, g na
intervalu I plati
Ltf)=@f) =tf =tL(f)
L(f+g9)=(f+9)=f+d =L(f)+ Llg)

e Zobrazeni L : X — R prifazujici konvergentni posloupnosti a,, jeji limitu
lim,, . a,, tedy zobrazeni definované predpisem

L(an) = Jimn o

kde
X = {an :N —= R; lim a, existuje a je koneéné},

n—oo
je linearni zobrazeni, nebot pro libovolné posloupnosti a,, b, a pro vSechna
¢isla t € R plati
L(ta,) = lim (ta,) =t lim a, =t L(a,)

n—oo n—oo

L(a, + b,) = lim (a, +b,) = lim a, + lim b, = L(a,) + L(b,)

n—oo

e Zobrazeni L : X — R* pritazujici posloupnosti a, jeji limitu lim,, . a,,
tedy zobrazeni definované predpisem

Llan) = Jim e

kde
X = {an :N— R; lim a, existuje},
n—oo
neni linearni zobrazeni. Napiiklad pro posloupnosti a, = n? a b, = —n je

1
L(a, +b,) = lim (n2 —n) = lim nz(l - E) =00 (1 —0) =400,

n—o0 n—oo

ale
L(a,) + L(b,) = lim n® + lim (—n) = oo — oo,
n—o0 n—oo

tedy prava strana rovnosti nemé smysl, nebot oo — 0o je neurcity vyraz, tj.

L(a, + b,) # L(a,) + L(by,)

120 posloupnosti iikame, zZe je konvergentni, pokud m4 koneénou limitu. V opa¢ném piipadé
ji nazyvame divergentni. Napfiklad posloupnost {%};’f’:l, tedy 1, %, %, %, -+ ma limitu 0 a tedy
je konvergentni. Posloupnost {n?}°° ;, tedy 1,4,9,16, - -, m4 limitu +occ a tedy je divergentni.
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Nyni se budeme zabyvat pfedevsim linedrnimi zobrazenimi mezi eukleidov-
skymi prostory. Ty lze charakterizovat nasledujicim zptsobem.

Tvrzeni 3.1.2. Zobrazeni L : R™ — R" je linedrni pravé tehdy, kdyz existuje
matice A € R™™ tak, Ze pro kaZdy vektor ¥ € R™ plati
L(Z) = AZ.
Matice A ma tedy m sloupci a n fadku a jeji prvky jsou realna cisla. Takové

zobrazeni zobrazuje m-slozkovy vektor na n-slozkovy vektor. Linearita zobrazeni
L primo plyne z distributivity a asociativity maticového nasobeni.

Kazda matice, jejiz prvky jsou realna cisla, tedy jednoznacné urcuje linearni
zobrazeni a naopak kazdé linearni zobrazeni mezi eukleidovskymi prostory je tedy
jednoznac¢né urceno takovou matici. Pfitom matice kazdého linearniho zobrazeni

L:R™ —R"
je jednoznac¢né urcena m-tici obrazi a vzort libovolné baze prostoru R™.

Pfiklad 3.1.3. Urceme matici otoceni L : R? — R? kolem bodu [0; 0] o tthel 90°
proti sméru hodinovych rucicek.

Takové zobrazeni je linearni, tedy hledame matici fadu 2 takovou, ze

L(F) = (Z Z) z.

Stadi zvolit dvojici obrazli a vzort libovolné baze roviny. Tak tfeba vektory (1,0)
a (0,1)T tvoii bazi R? (nebot jsou to linedrné nezavislé vektory a generuji cely
prostor R?, tj. kazdy vektor v roviné lze vyjadrit jako jejich linearni kombinace).
Vektor (1,0)7 se pii tomto otoceni zobrazi na vektor (0,1)7 a vektor (0,1)T se
zobrazi na vektor (—1,0)7. Tedy

oo =2 1) (o) = (2)=0)
wo= (2 (=)= ()

Tedy ihned ziskavame, ze a =0, c =1, b = —1 a d = 0. Tedy otoceni o 90° proti
sméru hodinovych rucicek je zobrazeni

L(7) = (2 01) 7
Pozndmka. Takovych zobrazeni L : R? — R2, které spliiuji
L((1,0)") = (0,1)"
L((0.1)") = (-1,0)"
je nekonecné mnoho. Jen jedno z nich je ale linearni - a to je pravé ono otoceni

o 90° proti sméru hodinovych rucicek kolem pocatku soutradnicového systému,
jehoz matici jsme nyni nasli. Naptiklad zobrazeni

L(Iu y) = (_y7 332)
také zobrazuje vektor (1,0) na (0,1) a vektor (0,1) na (—1,0), tedy rovnéz spliiuje
tyto podminky, ale neni linearni.
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Priklady:

. 1 0). s o , ) s
Matice (0 1) je matici identického zobrazeni, které "neudéla nic”.

0 1

chové y-ovou soufadnici vzoru a zméni znaménko x-ové soufadnice)

Matice (

> je matici osové soumeérnosti podle osy y. (zobrazeni za-

. 1 0. . , " . .
Matice (O _1) je matici osové soumérnosti podle osy x. (zobrazeni za-

chové x-ovou soufadnici vzoru a zméni znaménko y-ové soufadnice)

Matice ( 0

_01> lze zapsat jako soucin dvou matic

DG o)=0Gr o)

a je tedy slozenim dvou zobrazeni - osové soumérnosti podle osy x a osové
soumeérnosti podle osy y. Slozenim téchto dvou osovych soumérnosti je
otoceni o 180°.

. 1 . ., .
Matice (0 8) je matici projekce na osu x.

Matice (8 (1)) je matici projekce na osu y.

Matice (0 5 ) e matici linearniho zobrazeni, které ”"natahne” rovinny ttvar

dvakrat v ose z a tiikrat v ose y. (jednotkovou kruznici zobrazi na elipsu s
délkami poloos 2 a 3)

. cosa —sina) . ., . . L . ,
Matice | . je matici otoceni o thel « proti sméru hodinovych
sina cosa

rucicek kolem bodu [0,0].

. 1 _1 v . . ’ ’ ’ ’ v z
Matice | 1 ) urcuje linearni zobrazeni, o kterém vsSak na prvni pohled

neumime fict "co déla”. Tato matice je ve skutecnosti souc¢inem matic

(5 ) (3 )2 (2 2) (5 0)-( 7
sinZ  cos% 0 G / \/75 0 NG 1 1

Tedy linearni zobrazeni urcené touto matici je slozeném dvou linearnich
zobrazeni - zvétSenim (\%—krét) a otoCenim o thel 7, tedy 45° proti sméru
hodinovych rucicek.

S
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3.2 Afinni zobrazeni

Linearni zobrazeni mezi eukleidovskymi prostory zahrnuji napiiklad vSechna
otoceni, zvétseni ¢i zmenseni, zkoseni, projekce, zrcadleni atd., a samoziejmé také
slozeni libovolnych dvou linearnich zobrazeni. Pripustime-li navic posunuti, pak
mluvime o afinnim zobrazeni.

Definice 3.2.1 (Afinni zobrazeni). Rekneme, Ze zobrazeni L : R™ — R" je afinni
pravé tehdy, kdyz existuje matice A € R™*™ a vektor b € R" tak, ze pro kazdy
vektor Z € R™ plati
L(Z) = AZ +b.
Afinni zobrazeni je tedy sloZzenim linearniho zobrazeni a posunuti.

Piiklad 3.2.2. Najdéme piedpis afinniho zobrazeni L : R? — R2, které zobrazi
¢tverec ABC'D s vrcholy

A=10,0], B=11,0], C=]0,1], D =[1,1]
na obdélnik A’B’'C'D’ s vrcholy
A'=12,3], B =1[5,3], C" = [5,5], D' = [2,5]

Jedna moznost je situaci si zakreslit a chapat toto zobrazeni jako slozené z line-
arniho zobrazeni a posunuti - nejprve se dany ¢tverec tfikrat protahne v ose = a
dvakrat v ose y a poté se posune od 2 doprava a o 3 nahoru.

Dané zobrazeni je tedy dano pfedpisem

-3 )

Pokud by to vSak na prvni pohled nebylo vidét, postupovali bychom nasledujicim
zpusobem: Dané zobrazeni budeme hledat ve tvaru

- (2 e )
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pri¢emz ma spliovat
L((1,0)") = (5.3)"
L((1,1)") = (5.5)"
L((0,1)") = (2,5)"

Tedy mame t¥i dvojice obrazi a vzori, z nichz dva vzory jsou bazové vektory
R?. Tim je toto afinni zobrazeni jednozna¢né uréeno. Tedy

uaom = 5) (6)+(7)= (9 =)
s = (25 () + () - (5055) - ©)
son = (2 ) () ()= (625)- ().

To tedy vede na soustavu 6 lineadrnich rovnic o 6 neznamych a,
jisté dovedeme vyftesit.

Definice 3.2.3 (Afinita). Afinni zobrazeni L : R — R™ dané vztahem
L(Z) = AZ+ b

d,e, f, kterou

je afinita, pokud je matice A regularni.

3.2.1 Shodna zobrazeni

V dalsim textu budeme mluvit o shodnych a podobnych zobrazenich v roviné
¢i v prostoru. Budeme-li zapisovat L : R — R", uvazujeme pouze pfipady n = 2
nebo n = 3.

Definice 3.2.4 (Shodnost - syntetickd definice). Zobrazeni L : R — R" na-
zyvame shodnost, pokud vzdalenost libovolnych dvou bodi XY € R” je stejna
jako vzdélenost jejich obrazt L(X) a L(Y). Tedy

VX,Y €R": | XY]|=|L(X)L(Y)]

Obrazek 3.1: Rovinna soumérnost L : R3 — R3
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Shodnost je tedy zobrazeni zachovavajici vzdalenosti (metriku). Takova zob-
razeni obecné nazyvame izometrie. Shodnost je izometrie v Eukleidovském pro-
storu.

K syntetické definici shodnosti jsme nepotfebovali souradnicovy systém. Nyni
popisme shodnost analyticky. O dvou rovinnych ¢i prostorovych ttvarech umisteé-
nych do souradnicového systému fekneme, Ze jsou shodné, pokud mezi nimi exis-
tuje afinni zobrazeni, které ma nasledujici vlastnost.

Definice 3.2.5 (Shodnost - analytickd definice). Rekneme, Ze afinni zobrazeni
L(Z) = AZ+b
je shodnost, pokud matice A splituje
ATA = AAT =1, (3.3)
kde I znac¢i jednotkovou matici a AT matici transponovanou.
Shodnosti mohou byt otoceni, zrcadleni, posunuti a libovolné jejich slozeni.
Tvrzeni 3.2.6. Je-li afinni zobrazeni L(Z) = AZ + b shodnost, pak

det A =1 nebo detd =—1

Diikaz. Matice shodného zobrazeni spliuje vztah (3.3), tedy
ATA=1
det (ATA) = det I
Vyuzitim véty o determinantu soucinu det (AB) = det A - det A dostaneme
det AT - det A = 1,
a protoZe transponovani matice neméni determinant, tj. det AT = det A, mame
(det A)* =1,
det A = £1.

Piima a neprima shodnost

O dvou rovinnych ttvarech fekneme, ze jsou primo shodné, pokud je mozné
je v roviné premistit tak, aby se uplné prekryvaly. Toto ”premisténi” miize byt
tedy libovolné posunuti a otoc¢eni piivodniho objektu. Pokud bychom navic mu-
seli obrazec vystfihnout z papiru, zvednout a preklopit, jednalo by se o nepfimou
shodnost. Pfi pfimé shodnosti se zachova orientace (”potadi vrchold ve sméru
obihani”), kdezto pfi nepiimé shodnosti se zméni orientace. To souvisi se zna-
ménkem determinantu.
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Definice 3.2.7. Shodné zobrazeni L : R" — R" tvaru L(Z) = AZ + b je
e piima shodnost, pokud det A = +1

e neprima shodnost, pokud det A = —1

Obrazek 3.3: Neptimo shodné rovinné atvary

Piiklad 3.2.8. Trojtahelniky ABC s vrcholy A = [1,0], B = [3,0], C' = [2,2] a
A’B’C’ s vrcholy A’ = [0,1], B’ = [0,3], C" = [—2,2] jsou pfimo shodné. Zobra-
zeni, které trojuhelnik ABC' zobrazi na trojuhelnik A’B’C’ je otoceni o 90° proti
sméru hodinovych rucicek kolem bodu [0, 0] a ma piredpis

L(%) = (? _01) T

Determinant této matice je roven +1.
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Priklad 3.2.9. Grafy funkci y = 2* a y = log,  jsou nepfimo shodné rovinné
kiivky. Existuje tedy nepfimo shodné zobrazeni L : R? — R?, které zobrazi tuto
exponencialu na tuto logaritmickou kfivku. Toto zobrazeni méa predpis

L(7) = (g) é) 7

neboli L(z, y) = (y, )T a jde o osovou soumérnost podle piimky y = x.

Jinymi slovy, obrazem rovinné kiivky p(t) = (t,2") je kiivka

L(t,2") = ((1) (1)> (2tt> N (2tt>

tedy krivka dana rovnici
x=2Y,

neboli graf logaritmické funkce
y = log, .

Determinant této matice je = —1, tedy vidime, Ze jde o nepfimou shodnost.

10
Ovéime si naptiklad, Ze obraz vektoru (1,2)7 je vektor (2,1)7:

s = (Vo) (3) = (11 02) = ()

0Uvédomme si, ze grafy jakjchkoliv dvou navzijem inverznich funkei jsou nep¥imo shodné
kiivky. Zobrazeni L(z, y) = (y, )T vlastné "prohodi”z a y - to je to, co délame pii uréovani
predpisu inverzni funkce. Zaménime z a y a nasledné vyjadiime y.
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Piiklad 3.2.10. Najd&me piedpis zobrazeni L : R? — R2, které zobrazi parabolu

na parabolu

Tato parabola mtize "vzniknout”ze zakladni paraboly y = 22 dvéma zptisoby:
budto parabolu y = #? nejprve otoéime o 180° a poté ji posuneme o 3 doleva a
o 4 nahoru - v takovém pripadé jde o sloZeni otoceni a posunuti, tedy jedna se o

primou shodnost a takové zobrazeni méa predpis
— -1 0. -3
L(as)—(o _1)x+(4>
nebo se nejprve provede osova soumeérnost podle osy x a poté se parabola posune
- v takovém piipadé jde o nepfimou shodnost a toto zobrazeni mé predpis

- (1 0. -3
L(w)—(o _1>w+<4)
V prvnim piipadé je determinant této matice +1 a ve druhém ptipadé je deter-

minant matice —1.
Obecné bychom ptedpis takového zobrazeni hledali ve tvaru

-2 )2+ ()

Uvazujeme-li slozeni osové soumeérnosti a posunuti, pak lze volit napriklad nasle-
dujici trojici obraz a vzori: Vrchol paraboly se opét musi zobrazit na vrchol,

tedy L(0,0) = (—3,4)". Dale tieba L(1,1) = (-2,3)" a L(—1,1) = (—4,3)". To
vede na soustavu 6 linearnich rovnic s neznamymi a, b, ¢, d, e, f.
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Skladani shodnosti
Jsou-li L4, Lg : R"™ — R" shodna zobrazeni tvaru
La(T) = AT +b
Lp(¥) = B+ ¢,

pak slozené zobrazeni L 40 Lg je shodnost ur¢ena matici A-B a néjakym vektorem
posunuti. Z véty o determinantu soucinu

det (A- B) =det A-det B

ihned plyne néasledujici tvrzeni:

e Slozeni dvou primych shodnosti je pfima shodnost.
e Slozeni dvou nepfimych shodnosti je pfimé shodnost.

e Slozeni ptimé a nepiimé shodnosti je nepfimé shodnost.

3.2.2 Podobna zobrazeni

Podobné zobrazeni je slozeni libovolné shodnosti a stejnolehlosti. Piipustime-
li tedy, Ze kromé jiz zminénych shodnych zobrazeni miizeme objekt libovolné
zvétsovat ¢i zmensSovat, mluvime o podobném zobrazeni.

Definice 3.2.11 (Podobnost - syntetické definice). Zobrazeni L : R® — R™ nazy-
vame shodnost, pokud vzdalenost libovolnych dvou bodi X,Y € R” je néjakym
nasobkem vzdalenosti jejich obrazi L(X) a L(Y). Tedy

>0 VX,V eER":|XY|=k-|L(X)L(Y)|

Obrazek 3.4: Podobné mnohothelniky
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Definice 3.2.12 (Podobnost - analytick4 definice). Rekneme, %e afinni zobrazeni
L(Z) = AZ+ D
je podobnost, pokud existuje ¢islo k # 0 tak, ze matice A spliiuje
ATA = AAT = KT, (3.4)
kde I znaci jednotkovou matici a A7 matici transponovanou.

Definice 3.2.13 (Stejnolehlost - synteticka definice). Stejnolehlost se stfedem v
bodé S € R™ (n = 2 nebo n = 3) a koeficientem k # 0 je zobrazeni, které bodu
X € R” prfifadi bod X’ € R" tak, ze pokud k& > 0, pak X’ leZi na polopfimce SX
a pokud k£ < 0, pak X' leZi na polopiimce opacné k polopfimce XS plati

| X'S| = k[ - 1XS]|
Definice 3.2.14 (Stejnolehlost - analytické definice). Zobrazeni L(Z) = AZ je
stejnolehlost, je-li matice A nasobkem jednotkové matice, tj. existuje-li ¢islo k # 0

tak, ze

A=kl
V tomto pripadé je stredem stejnolehlosti poc¢atek souradnicového systému.

Piiklad 3.2.15. Stejnolehlost se stfedem v bodé [0,0,0] a koeficientem —2 je
podobné zobrazeni a ma predpis

—2 0 0
L@=0 -2 0|z
0 0 -2

Obrazek 3.5: Podobné jehlany
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Pozndmka. Vsechny kruznice jsou si podobné. Tedy pro libovolné dvé kruznice v
roviné existuje podobné zobrazeni tvaru

-5 )+ ()

které zobrazi jednu kruznici na druhou. Jde tedy o slozZeni stejnolehlosti a posunuti
(nejprve se kruznice "natdhne”a jeji polomér se zmensi ¢i zvétsi a pak se posune).
Stejné tak vsechny paraboly jsou si podobné. Obdobné napiiklad vsechny koule
¢i vSechny krychle jsou si podobné.

Definice 3.2.16. Podobné zobrazeni L : R" — R" tvaru L(Z) = AZ + b je

e prima podobnost, pokud det A > 0

e nepiima shodnost, pokud det A < 0

3.2.3 Geometricky vyznam determinantu

Umluva. Ozna¢me symbolem (M) miru mnoziny M. V p¥ipads, ze M C R?, jde
s 27 v/ v v 3 . « ey .
o jeji obsah a v pripad€, ze M C R”, jde o jeji objem.
Tvrzeni 3.2.17. Necht L : R" — R" (n =2,3) je afinni zobrazeni tvaru
L(Z) = AZ+ b
a M CR", pak
AML(M)) = |det A| - A\(M)

ZjednodusSené feceno, determinant tedy udava kolikrat se zvétsi nebo zme-
nsi obsah ¢i objem néjaké mnoZiny pri afinnim zobrazeni.
Poznamka. Je-li |det A| = 1, pak afinni zobrazeni urcené matici A je zobrazeni,

které zachovava obsah (resp. objem). Jiz vime, Ze shodna zobrazeni zachovavaji
obsah, ovSem zobrazeni zachovavajici obsah nemusi byt shodnost. Napt. zobrazeni

- 9

pro libovolné a € R\ {—1;0;1} zachovava obsah obrazu a vzoru, ale nejde o
shodné zobrazeni. Jednotkovou kruznici ¢(t) = (cos(t),sin(t)) zobrazi na elipsu
L(g(t)) = (acos(t), + sin(t)) o stejném obsahu, ale obraz a vzor nejsou shodné.

@(t) = (cos(t), sin(t))

N
4 N

y \\\ L(¢(t)) = (acos(t), %Sin(t))

Q|+
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Priklad 3.2.18. Obrazem jednotkové kruznice ¢(t) = (cos(t),sin(t)),t € [0, 27]
pfi linedrnim zobrazeni
o (a 0)
L(Z) = (O b> 7

je elipsa s délkami poloos a a b, tj.

L(p(t)) = (acos(t),bsin(t)).

Obsah této elipsy je tedy soucinem obsahu jednotkového kruhu a determinantu
této matice. Tedy obsah elipsy s délkami poloos a a b je

S=abm

e
s

Obdobné, obrazem jednotkové koule pfi linedrnim zobrazeni

a 0 0
LZ) =10 b 0%
0 0 c

je elipsoid s délkami poloos a, b a c¢. Objem takového elipsoidu je tedy soucin
determinantu této matice a objemu jednotkové koule, tedy

4
VzabC§7T
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Piiklad 3.2.19. Najd&me piedpis afinniho zobrazeni L : R? — R2, které zobrazi
graf funkce y = sinz na graf funkce

y = 3cos (2z + %) + 4.
Graf této funkce vznikne z funkce sin z postupnymi transformacemi:
sinx +— cosz — cos 2z — cos (2(z + %)) — 3cos (2(z + %)) +4
Jde tedy o slozeni téchto zobrazeni v néasledujicim potadi:

e posunuti o 5 doleva, tedy zobrazeni L (z,y) = (z — 5, y)"

?smrstémi” grafu funkce dvakrét v ose x, tedy zobrazeni Ly(z,y) = (3z,y)"

posunuti o 75 doleva, tedy zobrazeni Ls(z,y) = (x — %, y)"

protazeni 3-krat v ose y a poté posunuti grafu funkce o 4 nahoru, tedy
zobrazeni Ly(z,y) = (z,3y +4)T

Ptedpis tohoto zobrazeni tedy miizeme zapsat skalarnimi rovnicemi

Lo w7
¥=30E-3)-3
y =3y+4

tew = (e Fave "= (35) () + ()

8

neboli

iy

T
y = 3cos(2x + 6> + 4

—5m/2 2 -3m/2 — —mi2 A= [0 Ole Wﬂ 5m/2
=

y =sinx

IMtzeme si zkusit do pfedpisu tohoto zobrazeni dosadit libovolny bod leZici na grafu

funkce y = sinz a ovéfit si, ze jeho obrazem musi byt néjaky bod lezici na grafu funkce
y = 3cos(2z + §) + 4. Naptiklad obrazem bodu A = [0,0] by mél byt bod A" = [-F,4].
Ovérme, ze skutecné lezi na grafu této funkce:

yzScos(I(—%) +%)+4:3cos(—g)+4:3-0+4:4
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Tvrzeni 3.2.20. Vsechny paraboly jsou si navzdjem podobné.

Diikaz. Ukazme, Ze existuje podobné zobrazeni, které libovolnou parabolu zobrazi
na parabolu

y = 2°.
Takova podobnost bude vzdy sloZenim nanejvys tii zobrazeni: otoCeni, posu-
nuti a stejnolehlosti.

e Nejdrive danou parabolu otoc¢ime kolem jejiho vrcholu tak, aby byla grafem

kvadratické funkce
y = axr® +bx +c.

Toto otoceni je shodné zobrazeni.

e Poté tuto parabolu posuneme tak, aby méla vrchol v poc¢atku soutradnico-
vého systému. Rovnici paraboly umime upravit na vrcholovy tvar

y =a(xr — B)?*+C,
tedy jde o zobrazeni

L(SE,y) = (.T}— va_ C>T

e Zbyva tedy ukazat, ze paraboly y = 22 a y = ax? jsou podobné. Uvazujme
linedrni zobrazeni, které libovolny bod [z,y] zobrazi na bod [2/,y/] = [kx,ky],
kde k je né&jaké nenulové ¢islo. Jde tedy o stejnolehlost se stiedem [0,0] a
koeficientem k. Pokud bod [x,y] leZi na parabole y = 2, pak pro jeho obraz
plati

1 1
I B 2 _ L2
y = ky =kx —k(lm) k(x)

Tedy parabola y = 22 je podobnd parabole y' = %(m’)? Tim padem podob-
nost, ktera parabolu y = ax? zobrazi na parabolu y = 2?2 tedy je

L(zy) = (az,ay)”

1
1
1
1
1
1
1
X"y

1
! 1
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3.2.4 Priklady k procviceni

Piiklad 3.2.21. Napiste piedpis afinniho zobrazeni L : R? — R2, které zobrazi
parabolu y = 2% na parabolu

o y=a+4r+7
o y=—2%+6x
o y=41>+8r+3

Rozhodnéte, zda se v jednotlivych piipadech jedna o podobnost nebo shodnost
(pfimou ¢i nepfimou). Napovéda: Rovnici paraboly upravte na vrcholovy tvar.

Piiklad 3.2.22. Napiste predpis linedrniho zobrazeni L : R? — R?, které zobrazi
trojuhelnik ABC' s vrcholy

A=10,0], B=[3,0], C =]0,2]
na trojihelnik A’B'C” s vrcholy
o A'=10,0], B'=10,-3], C"=1[2,0]
o A'=10,0], B =12,0], C"=[0,-3]

Rozhodnéte, zda se v jednotlivych pripadech jedna o podobnost nebo shodnost
(popf. pfimou ¢ nepiimou).

a b

Piiklad 3.2.23. Pro kterd a,b € R je zobrazeni L(Z) = <b a) Z shodnost?

Piiklad 3.2.24. Urcete predpis afinniho zobrazeni L : R?* — R3, které zobrazi
kulovou plochu se stfedem v bodé [2,0,0] a polomérem 2 na elipsoid se stfedem
v bodé [—4,0, 0] a délkami poloos 3, 1, 1 (3 ve sméru osy x, 1 ve sméru osy y, a
1 ve sméru osy z) a urdete piedpis zobrazeni L~! : R® — R3, které tento elipsoid
zobrazi zpét na tuto kulovou plochu.
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Piiklad 3.2.25. Napiste predpis linearniho zobrazeni L : R® — R3, které zobrazi
krychli ABCDEFGH s vrcholy

A=1[0,0,0], B=[1,0,0], C =[1,1,0], D = [0,1,0]

E=100,0,1, F=[1,0,1], G = [1,1,1], H = [0,1,1]
na krychli A’B'C'D'E'F'G'H’ s vrcholy

A’ =10,0,0], B' = [-2,0,0], C' = [~2,2,0], D' = [0,2, 0]

E'=10,0,2], F' =[-2,0,2], G' = [-2,2,2], H =[0,2,2]

Jaky je determinant matice tohoto zobrazeni? Jaka je jeho geometricka interpre-
tace?

Piiklad 3.2.26. Napiste piedpis afinniho zobrazeni L : R? — R?, které zobrazi
hyperbolu y = % na hyperbolu

1

-—9_ _-
y z—1

Piiklad 3.2.27. Napiste predpis afinniho zobrazeni L : R? — R2, které zobrazi
graf funkce y = 2” na graf funkce

y:log%x

Piiklad 3.2.28. Napiste piedpis afinniho zobrazeni L : R? — R?, které zobrazi
kruznici 22 + y? — 6y = 0 na elipsu 2 + 4y — 102 + S8y + 25 = 0.

Piiklad 3.2.29. Najdéte predpis osové soumérnosti L : R? — R? podle osy

e Y=2=o
o y=21
o y=2r+1
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Vysledky
3.2.21.
o L(z,y) = (v — 2,y +3)T, piim4 shodnost
o L(x,y) = (z+3,—y+9)", nepfima shodnost

e L(z,y) = (x — 1,4y — 1)T, neni ani shodnost ani podobnost; nebo piiméa
podobnost L(z,y) = (32 — 1,3y — 1)T
3.2.22.

o L(z,y) = (y,—x)T, pfim4 shodnost (otodeni o 90 stupiiii ve sméru hodino-
vych rucicek)

1
4

o L(z,y) = (%:1;, —%y)T, neni ani shodnost ani podobnost

. . (10 -1 0 0 1 0 -1
3.2.23. 4 moZnosti: (0 1), (O _1), (1 O)a(—l O)

3.2.24. 3 { 1T
L = (S-2)-4,5y,52)
2 T
L7 (w,y,2) = (Gl +4) +2,29,22)
3.2.25.

-2 0 0
LX)=10 2 0]Z
0 0 2
Determinant této matice je —8, tedy objem zluté krychle je 8-krat vétsi nez objem
rtizové krychle.

3.2.26. 4 moZnosti:

o L(x,y (41, —y+2)T, slozeni osové soumérnosti podle osy = a posunuti

) =
o L(z,y) = (—z+1,y+2)7T, slozeni osové soumérnosti podle osy y a posunuti

o L(x,y) = (—y + 1,z + 2)T, slozeni otofeni o 90° proti sméru hodinovych
rucicek a posunuti

o L(x,y) = (y+1,—2+2)7, slozeni otoceni 0 90° ve sméru hodinovych rucicek
a posunuti

3.2.27. L(z,y) = (y, —x)" - otoceni 0 90° ve sméru hodinovych rucicek.

3.2.28. L(z,y) = (32 +5,5(y —3) — )T

3.2.29.
o« L(Z) = (? é) 7
_3 4
. [(F) = ( X g)f
5 5§
_3 4 _4
. L(F) = ( i §>f+ ( 25)
5 5 5
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3.3 Vlastni cisla a vlastni vektory

Ma-li néjaka matice diagonalni tvar, mizeme si udélat dobrou predstavu o
tom, co linearni zobrazeni urcené takovou matici vlastné ”déla”, jak funguje.
Napriklad linearni zobrazeni ur¢ené matici

(o 2)

ttikrat ”protahuje”objekt ve sméru osy z a dvakrat ve sméru osy y. Kruznici
zobrazi na elipsu, ¢tverec zobrazeni na obdélnik. Je ndm ihned jasné, jak bude
vypadat obraz néjakého rovinného utvaru. Jak ale ”"funguje”linedrni zobrazeni
urcené néjakou nediagonalni matici, napf.

4 1 >
1 4
Lze néjak zjistit, co takové linearni zobrazeni ”"déla”? Pokud by se nam podafilo

najit bazi, vaci které ma takova matice diagonalni tvar, pak mozna ano.

Definice 3.3.1. Rekneme, Ze A € C je vlastnim ¢éislem matice A € R™*" pokud
existuje nenulovy vektor ¥ € R” takovy, ze

AT = M7 (3.5)

Jinymi slovy, vlastni vektor je takovy nenulovy vektor #, ktery matice zobrazi
na vektor stejného sméru, respektive na jeho A-nasobek, tedy vektor AZ. Rikame,
ze I je vlastni vektor matice A prislusny vlastnimu ¢islu A.

Rovnost (3.5) lze pfepsat jako
AZ— AT =0
a vytknutim vektoru 7 zprava dostaneme
(A= XNZ=0

To je homogenni soustava linearnich rovnic. Protoze predpokladame, ze ¥ je ne-
nulovy vektor, tato soustava ma tedy néjaké netrivialni feseni a proto matice
A — Al musi byt singularni. Tim padem

det(A—AI)=0
Toto budeme pouzivat pfi vypoctu vlastnich cisel.
Tvrzeni 3.3.2. A\ € C je vlastnim cislem matice A € R™"™ prdvé tehdy, kdyz

det(A — AT) =0

'Regularitu matice lze charakterizovat i nasledujicim zptisobem: Matice B je regularni, po-
kud homogenni soustava

Bz =0

mé pouze trividlni FeSeni (tj. pouze nulovy vektor). V opa¢ném piipadé je singularni.
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Priklad 3.3.3. Urcete vlastni ¢isla a vlastni vektory matice

(1)

Chceme tedy zjistit, pro jaké A je det(A — A\I) = 0, tedy

e ({3) (0 1) =" WLy maarrs

(A A—DA - A+ =B =N\

Koreny tohoto polynomu jsou \; = 3 a A\ = 5 a to jsou tedy vlastni ¢isla této
matice. Vlastni vektor ¥ prislusny vlastnimu ¢islu A; = 3 najdeme jako FeSeni
homogenni soustavy

(A—30z =0,

1 110
1 1]0

Nemeélo by nas prekvapit, ze matice soustavy je singularni - to plyne pfimo z de-
finice vlastniho cisla. Tato soustava ma tedy nekone¢né mnoho feSeni. Nam staci
najit alespon jedno nenulové feseni. Vlastni vektor matice A pfislusny vlastnimu
¢islu Ay = 3 muze tedy byt napiiklad vektor

tedy

i=(1,-1)T.
Vlastni vektor Z prislusny vlastnimu ¢islu Ay = 5 najdeme jako feSeni homo-

genni soustavy

(A—50)Z =0,

-1 110
1 =110

Resenim této soustavy miize byt napiiklad vektor

tedy

7= (1,1)".

Co jsme tedy nyni zjistili? Zjistili jsme, Ze matice A 3-krat protahuje objekt
ve sméru vektoru (1, —1)7 a 5-krat ve sméru vektoru (1,1)”. Tedy vzhledem k
"novému”souradnicovému systému, ktery je tvofen pfimkami y = x ay = —x
ma tato matice diagonalni tvar. Obrazem jednotkové kruznice se stfedem v [0,0]
pfi linearnim zobrazeni urceném touto matici je tedy ”Sikma”elipsa se stfedem
v bodé [0,0], jejiz hlavni poloosa lezi ve sméru vektoru (1,1)” a vedlejsi poloosa

ve sméru (1, —1)T. Obrazem bodu kruznice (\/Lﬁ, \/LE)T je bod elipsy (\%, %)T a
obrazem bodu kruznice (—5, 75)" je bod elipsy (=, 75)"-
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L(p(t)) = (4cost + Siﬁ/t, cost + 4sint)

-9 -8 -7 -6 -5

Tato elipsa je tedy obrazem jednotkové kruznice p(t) = (cos(t),sin(t)),t € [0, 27|
prfi linearnim zobrazeni L, uréeném matici A, tedy

L4(cost,sint) = (le i) (Z?Sf) = (4cost +sint,cost + 4sint)”

Vidime, ze jde o parametricky zadanou krivku, kdy ze zapisu na prvni pohled
neni ziejmé, jak takova bude vypadat a jak bychom vyeliminovali parametr.

Definice 3.3.4. Rekneme, Ze matice A a B jsou podobné, pokud existuje re-
gularni matice C' takova, ze

A=C1'.B.-C

Tvrzeni 3.3.5. Podobné matice maji stejny determinant.

Diikaz. Vyuzitim véty o determinantu souc¢inu dostaneme

det A=det (C™'-B-C)=detC'-det B-detC = det B,

1
det C”

pfidemZ v poslednim kroku jsme vztahu det C~! =

O
Ma-li néjakd matice po dvou riizna vlastni ¢isla algebraické nasobnosti 1, tak je
podobna diagonalni matici s vlastnimi ¢isly na hlavni diagonale. Sloupce dané
regularni matice C' jsou pak vlastni vektory dané matice A. Ty tvofi bazi, vuci
niz ma matice A diagondlni tvar.
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4. Dodatky

4.1 Odvozeni nékterych zakladnich vzorcu

4.1.1 Algebraické vzorce

e Ctverec o strané A + B miizeme poskladat ze &tverce o strané A, &tverce
o strané B a dvou shodnych obdélniki o stranach A a B. Tedy pro obsah
takového ctverce plati:

(A + B)?> = A% + 2AB + B2

A 2]
B BA B2 |B
A A2 AB A
A B

e Ctverec o strané A miZeme rozdélit na étverec o strané A — B, ¢tverec o
strané B a dva shodné obdélniky o stranach B a A — B. Tedy pro obsah
takového ctverce plati:

A*=(A—-B)’+2B(A-B)+ B*
neboli
(A— B)? = A?—2AB + B?

A B

B B2 |B

A-B  (A-B)?

A-B B
(A—B)>’=A2—AB+B? —AB
(A — B)? = A2 — 2AB + B?
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e Vystiihneme-li z vétsiho étverce o strané A mensi ¢tverec o strané B (Cer-
veny), ziskdme rovinny utvar (modry), jehoz obsah je

A? — B?

#

Vystiizenim a premisténim vysrafovaného obdélniku poskladame tento ro-
vinny utvar na obdélnik o straniach A — B a A + B.

e

A - B*=(A-B)-(A+B)
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e Krychli o hrané A+ B muZeme sestavit z krychle o hrané A (modfe), krychle
o hrané B (zelené), tfech shodnych kvadrii o hranich A,A, B (rtzové) a t¥ech

shodnych kvadri o hrandch A,B,B (zluté). Tedy pro objem takové krychle
plati:

L

B

(A+ B)> = A3 + 3A%B + 34B?* + B3
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e Vyfizneme-li z vétsi krychle o hrané A mensi krychli o hrané B, ziskame
téleso o objemu

A% — B?

Takové téleso umime rozdélit na t¥i kvadry: kvadr o hrandch A — B, B, B,
kvadr o hranach A— B, A, B a kvadr o hranach A— B, A, A. Tedy pro objem
takového télesa plati:

A*-B*=(A-B) - B*+(A-B)-A-B+(A-B)- A
A*—B*=(A—-B)-(A*+ AB+ B?

(A—B)-B? B
(A—B)-A-B
(A —B)-A?
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4.1.2 Goniometrické vzorce

Jednim z praktickych vyuziti komplexnich ¢isel miize byt to, ze diky jejich
znalosti dovedeme odvodit néjaké zakladni vzorecky z goniometrie. Pfipomenme
jedno uzitecné tvrzeni znamé jako Moivreova véta, které fika, jak umocnit kom-
plexni ¢islo v goniometrickém tvaru.

Véta 4.1.1 (Moivreova véta). Pro libovolné xz € R a libovolné n € 7 plati:
(cosx +isinx)" = cos (nx) + isin (nz)

Pro n = 2 umime komplexni ¢islo cosx + i sin z umocnit pomoci Moivreovy
véty a také ho umime umocnit pomoci vzorecku (A + B)? = A? + 2AB + B2
Tedy:

(cosz +isinz)? = cos 2z + isin 2x = cos® x + 2i cos xsinx + i° sin® .
a protoZe imaginarni jednotka i je definovan jako i* = —1, dostdvame
cos 2 + i sin 2z = cos* x + 2icos xsinz — sin®

Redlné slozky levé strany se museji rovnat redlnym slozkdm pravé strany a zaroven
imaginarni slozky levé strany se museji rovnat imaginarnim slozkam pravé strany

2

cos 2x = cos® x — sin® z. (4.1)

sin 2z = 2sin x cos . (4.2)

Timto jsme odvodili vzorce pro dvojnasobny argument sinu a kosinu, které casto
pouzivame pfi tpravach goniometrickych vyrazi. Dost mozna se mnozi z nas tyto
vzorecky ucili na stfedni Skole nazpamét.

Podobné pro n = 3 umime komplexni ¢islo cosz + isinx umocnit pomoci
Moivreovy véty a také pomoci vzorecku (A + B)? = A% + 3A’B + 3AB? + B3.
Tedy:

(cosz +isinz)® = cos 3z + isin3x =

2 3

= cos®z + 3icos® rsinx + 3i coszsin®x + i sin’ x =
o 3 . 2 . .2 . .. 3
=cos’z + 3icos“xsinx — 3cosxsin”“x —¢sin” x
Polozime-li rovnost realnych slozek i imaginarnich slozek, dostavame:

2 —3cosxsin’x (4.3)

cos 3T = cos
sin 3x = 3 cos® rsinx — sin® . (4.4)

Timto jsme odvodili vzorce pro trojnasobny argument sinu a kosinu, které si
vétsina lidi nepamatuje. Kdyby se vSak ¢lovék dostal do situace, kdy tyto vzorce
potfebuje, muze si je snadno odvodit.

Podobné bychom uméli odvodit vzorce pro sin4x, cos4x, sin 5x, cos dx, atd.,
pouzitim binomické véty pro n-tou mocninu dvojélenu (A + B)".
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Mnozina komplexnich ¢isel jednotkové velikosti, tj. ¢isel lezicich na jednotkové

kruznici
M={2€C; |z| =1}
je uzaviena na nasobeni (dokonce tvoii multiplikativni grupu). To znamen4,
ze pro libovolné zy, 20 € M je
712 €M

Nasledujici tvrzeni Fika, ze dvé komplexni ¢isla na jednotkové kruznici vynasobime
tak, Ze jejich argumenty secteme.

Tvrzeni 4.1.2. Necht z, y € R a
z1 =cosx +isinx
Zo = cosy +isiny

Pak
21 - 29 = cos (v +y) +isin (v + y)

/ ’

cos(x+y) +isin(xty) .

)
cos(x) + i sin
P

2

Dvé komplexni ¢isla na jednotkové kruznici tedy umime vynéasobit pomoci
tohoto tvrzeni a také je umime vynasobit ”algebraicky” (tj. tak, jak roznasobujeme
zavorky "klasicky” ¢len po ¢lenu). Tedy

(cosx +isinz) - (cosy +isiny) = cos (x +y) +isin(x +y) =
= cosxcosy + isinwcosy +icosrsiny + i*sinxsiny =
= cosx cosy — sinxsiny + i(sin z cosy + cos x siny)

Timto jsme tedy odvodili souctové vzorce

sin (z + y) = sinx cosy + coszsiny (4.5)

cos (r +y) = cosxcosy — sinzsiny (4.6)
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